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Manual pentru institutele de învăţămînt superior tehnic 


PREFAŢĂ 


Prezentul manual cuprinde materia prevăzută în programa ana- 
litică privitoare la geometria descriptivă şi la unele aplicații ale 
geometriei sintetice ordinare. 

Modul de prezentare folosit este, în general, acela al lui Monge 
— fondatorul geometriei descriptive — , care „se sprijinea pe teo- 
reme peniru a stabili construcții“ (La Gournerie— Géom. 
descriptive ). 

Materia este împărțită în cincisprezece capitole, care se dezvoltă 
în raport cu numărul de ore prevăzut în planul de învăţământ şi 
cu specificul facultăților oglindit în programele analitice cores- 
punzătoare. 

Unele capitole pot fi prezentate la curs numai în ceea ce au esen- 
țial, restul putind, fi lăsat pentru studiul individual. Altele pot fi 
dezvoltate mai mult prin prelucrarea materialului dat de manual. 
Experienţa şi urmărirea dezvoltării continue a științei vor aduce 
fără îndoială îmbunătăţiri materialului prezentat în această carte. 
Manualul nu fixează în mod rigid nici conținutul, nici modul de 
înlănțuire al capitolelor şi nici metodele de rezolvare ale diferitelor 
probleme. De aceea s-au sugerat, prin diferenţiere de literă, schimbări 
posibile referitoare la unele exemple, la unele chestiuni care pot fi 
lăsate la o parte la prima citire ca şi la unele construcţii care pot avea 
diverse prezentări. Nota personală are toată libertatea de manifestare. 

În cuprins sînt folosite notații şi simboluri cu care studenţii sînt 
familiarizați în bună parte încă din învăţământul mediu. 

La elaborarea materiei prezentate în această carte am fost ajutat 
de colectivul catedrei de geometrie descriptivă a Institutului poli- 
tehnic „Gheorghe Gheorghiu-Dej“, din Bucureşti. 


Autorul. 


NOTAȚII 


Pentru simplificarea scrierii se întrebuințează în cuprinsul acestei cărţi 
următoarele notații : 

Punctele, dreptele și planele se notează cu litere mari. 

Pentru a distinge elementul geometric la care se referă se scrie : A (punctul 
A); A (dreapta A); iar planul se notează fără nici o completare a literei, 
dar se încadrează în paranteze drepte. Astfel [Q] se citeşte planul Q. 

Dacă planul este notat cu mai multe litere, se încadrează în paranteze 
drepte toate literele, chiar dacă se arată că grupul respectiv reprezintă un 
plan. Astfel se scrie planul [A b B]. Prin aceasta se precizează că toate ele- 
mentele incluse în paranteza dreaptă fac parte din acelaşi plan. 

Proiecţiile punctelor și dreptelor se notează cu litere mici, însoţite de 
accente pentru a deosebi planele la care se referă. Astfel : notația M (m, m”) 
se citește punctul M ale cărui proiecţii sint m şi m’; sau D (d, d’), dreapta D 
ale cărei proiecţii sînt d și d’. Cînd se scrie dreapta D sau punctul M, nu 
se mai adaugă literelor nici o indicație. 

Următoarele simboluri au semnificaţia : 

|| se citeşte. paralel; 

| se“citeşte perpendicular ; 

_I. se citeşte oblic; ; 

4 se citeşte incident. Relaţia D 4 P se citeşte : dreapta D este incidentă 
cu planul P. 

Semnele : > și <> arată 'o corespondență între elementele geometrice la 
care se referă. Astfel A -> B arată că punctul B corespunde punctului A, 
iar A «=> B este o relație de corespondenţă reciprocă (punctul B corespunde 
lui A, şi invers). 6 à 

Semnul = reprezintă o implicațio logică. De exemplu: M = Ñ > Ñ = Ñ, 
care înseamnă că: dacă punctul M este identic cu N, atunci şi N este 
identic cu M, 
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Semnul 4 se citeşte egal și paralel, iar < se foloseşte pentru relaţiile de 
ordine. Astfel : a<b<...<n înseamnă că elementele geometrice repre- 
zentate sint în ordinea arătată. 

Simbolul |— se citește distanță. Relaţia d = M |- [P] se citește: d este 
distanţa de la punctul M la planul P. 

Semnele € şi g reprezintă o relaţie de apartenenţă şi se citesc aparține sau 
situat pe, iar g se citeşte nu aparține sau exterior. Astfel M g D inseamnă: 
punctul M este exterior dreptei D. Pentru reuniune ca operaţie grafică a 


unirii a două elemente geometrice este folosit semnul U, iar f pentru 
intersecţie. 
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„Geometria are ca obiect studiul proprietăţilor spaţiului considerat ca mul- 
timea continuă a unei infinităţi de elemente. Aceste elemente pot fi puncte, 
drepte sau plane. Noţiunile de punct, dreaptă şi plan sint ireductibile, adică 
nu se poate deduce una din ele din cunoașterea celorlalte două, dar ele nu 
sint independente, căci se poate considera dreapta sau planul ca fiind consti- 
tuite dintr-o infinitate continuă de puncte, iar punctul ca fiind înfășurat 
de o infinitate de plane. 

Nu se insistă asupra definirii noţiunii de continuu, deoarece aceasta va fi 
lămurită în cadrul cursului de Analiză matematică. 

Spaţiul generat de punct se numeşte spațiu punctual. Dacă dreapta sau 
planul este elementul generator, atunci spaţiul poartă denumirea de spațiu 
riglat sau spaţiu planal. În cele ce urmează este folosit în general spațiul 
punctual. 

Se numește dimensiune a unui spațiu numărul de coordonate necesare 
pentru a defini poziţia în spațiul considerat a unui punct oarecare. 

După această definiție, dată de Descartes, punctul este un spațiu cu zero 
dimensiuni (So), dreapta are o dimensiune ($,), planul două dimensiuni 
(52), iar ceea ce se înţelege obişnuit prin spaţiu — dotat cu lungime, lăţime 
şi înălţime — este un spaţiu cu trei dimensiuni (Sz). 


1. Corespondenţe și transformări 


Se consideră două mulţimi de puncte M, şi Ma şi se imaginează o operație 
zeometrică care să permită trecerea de la un punct A, € M, la As € Ma 
fă acest caz se realizează o corespondență între punctele mulţimii W, şi acelea 
ale mulțimii M, Punctul A, se numește omologul punctului A. Dacă unui 
punct dat în M, îi corespunde un singur punct în M, corespondenţa este 
univocă. Cind un grup de elemente oarecare ale mulţimii M, poate îi înlocuit 
cu un grup de elemente corespunzătoare din Ma se spune că s-a obținut 
o transformare. 
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Transformarea şi corespondența sint două noţiuni strins legate intre ele. 
Dacă într-o transformare unui punct îi corespunde un punct, transformarea 
se numeşte s O transformare punctuală univocă a unei mulțimi 
de puncte ale unui spaţiu euclidian S într-o mulţime de puncte ale unui 
spațiu euclidian §’ este continuă, dacă șirului de puncte ti, da... din S, ale 
căror distanțe la un punct a tind către zero, îi corespunde un şir de puncte 
bis ba «+ în S’, alo căror distanţe la un punct b, omolog lui a, tind către zero, 

Dacă această transformare este valabilă gi în sens invers, transformarea 
este biunivocă şi bicontinuă. : 

În cele ce urmează esto tratată o transformare importantă care se numeşte 
omografie,. 


2. Omogralia 


a) Lie două drepte S, și Si. Dacă între punctele acestor drepte se stabi- 
leşte o corespondenţă biunivocă, dreapta S; este transformata omografică 
a dreptei S, şi reciproc (fig. 1). 

Dacă: ty Sı = 54 şi Tu Si = Su (unde ty indică operaţia de transformare 
omogratică), atunci între cele două drepte se obţine relaţia S$, <>, care 
exprimă că una (oricare din cele două drepte) este transformata omografică 
a celeilalte. 

O proiecţie sau o succesiune de proiecţii stabileşte între punctele a două 
drepte o corespondenţă omografică. 

Fie astfel: a, bı... € S, (fig. 1), pe care proiectindu-le din centrul O 
exterior celor două drepte, pe Sí se obțin punctele af, bi etc.; se observă că 
între punctele astfel obţinute există relaţia de reciprocitate : a, +> ai, b, — b4 
etc., iar punctul de intersecţie i, îşi corespunde lui însuşi (i, = i). Acest 
punct se numește punct unit. Această biunivocitate însă nu este valabilă 
şi pentru punctele ej € Si! şi fı € Sı, deoarece în spaţiul euclidian, studiat 
de geometria fundată pe postulatele și axiomele lui Euclid, două drepte 
paralele nu se întilnesc. 

Pentru ca această corespondenţă să cuprindă toate punctele, trebuie să 
se adauge pe fiecare din cele două drepte cîte un punct care să corespundă 
punctelor e; şi fı Punctele cu care se 
completează spaţiul euclidian sînt punc- 
tele de la infinit, care se numese 
puncte improprii. Punctele e; şi f, care 
corespund punctelor de la co se nu- 
mesc puncte limită. Spaţiul obţinut 
prin completarea spațiului euclidian 
cu elementele improprii se numeşte 
spațiu proiectiv. Transformarea omo- 
grafică între S, şi S este realizată 
dacă spaţiile considerate sint pro- 
iootive, 
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O dreaptă S, are un singur punct impropriu, un plan $, are o singură 
dreaptă improprie și un spaţiu 5, are un singur plan impropriu. 

Transformarea omogralică considerată a cuprins trei perechi de puncte 
omoloage, dintre care o pereche a constituit-o punctul de intersecţie i = i 
dintre cele două spaţii unidimensionale 5, și $/. Deoarece această transfor- 
mare s-a obţinut printr-o proiecţie centrală, se spune că transformarea omo- 
grafică a două drepte în care punctul lor de intersecție “își corespunde lui 
însuși este echivalentă cu o proiecţie centrală. 


b) Determinarea unei omografii. Teoremă. O corespondență omogra- 
fică între punctele a două drepte este bine determinată dacă se cunosc trei perechi 
de puncte omoloage (fig. 2). 

Fie dreptele D și D, pe care se dau punctele A, B, C şi A4, B,, C, într-o 
ordine oarecare şi al căror punct de intersecţie nu-și corespunde lui însuși. 
Corespondenţă este bine determinată dacă, fiind dat M, € D,, se poate 
construi un punct unic M € D. 

Pentru a arăta aceasta, printr-unul din puncte, spre exemplu A, se duce 
D' || D,. Între dreptele D şi Di există o corespondenţă omografică al cărui 
centru « se găseşte pe AA. Punctul œ se ia arbitrar pe AA,; de asemenea 
se observă că perechile de puncte omoloage pot ocupa o poziţie oarecare 
pe cele două drepte, iar razele care unesc punctele omoloage nu au în general 
un punct comun. Se proiectează din œ pe D’ punctele A,, B, şi Cı, în 
A'A, B' şi C’. Dreptele D’ şi D sînt una transformata omografică a 
celeilalte, avind ca centru al transformării œ}, “determinat de intersecția 
razelor B’ B şi C' C. 

Fie dat M, € D,; pentru a obţine corespondentul M € D se proiectează 
din o punctul M, în M’ € D’, iar W’ din o, se proiectează pe D în W. 

Din cele de mai înainte rezultă că o omografie între două spaţii S, în 
care punctul lor de intersecţie nu corespunde lui însuşi este echivalentă cu 
două proiecţii centrale. 

Se obișnuiește ca o corespondență omogratică între trei perechi de puncte 
să se noteze prin: 


În reprezentarea simbolică de mai sus 
se arată că nici o pereche de puncte nu 
coincid; ea reprezintă omogratia stu- 
diată mai inainte, 

c) Fie transformarea omogratică intro 
8, i S! dată de: 


Vig, 2 
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in care A = Si N Sf este punct unit, iar punctele de la infinit ale celor 
două drepte îşi corespund unul altuia (fig. 3). 

n acest caz, transformarea ormografică 
oste echivalentă cu o proiecție paralelă, a 
cărei direcţie este dată de perechea de punc- 
te B, B’. s 

Dacă se dă C'ES{, se obține coresponden- 
tul său ducindu-se din C” raza C'C || B'B. 
Acocastă transformare omografică se numeşte 
Lig. 3 afină sau afinitate, 


3. Invariantul transformării omografiee 


Se numeşte biraport sau raport anarmonic a patru puncte coliniare A, B, 
C, D expresia: : 


Este evident că dacă se proiectează punctele A, B,C, D situate pe o 
dreaptă A, dintr-un centru pe o altă dreaptă A”, în A’, B’, C” ṣi D', atunci: 


BCD) = (4'B'C'D'), 


adică într-o transformare omogralică biraportul a patru puncte este invariant: 
Aceasta este o proprietate esențială a omografiei; acest biraport se mai 
numeştesçşi invariani absolut. 

Dacă într-un biraport : 

AC sau B = D atunci (ABCD) = 0; 

PAN De sau (== D atunci (ABBED): = 1; 

A=D sau B-=C, atunci (ABCD) = o0. 


Biraportul este nedeterminat dacă trei elemente coincid. Valorile 
1, 0, co sint valori singulare. Dacă (ABCD) = —1, biraportul se numeşte 
armonic. 

În cazul cind transformarea omogratică este afină, atunci are încă un 
invariant, care este raportul simplu a trei puncte coliniare, care se notează : 


Invarianţu ropou simplu caracterizează vumografiile echivalente cu o 
proiecție paralelă, 
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4, Transformarea omografică a unui plan 


a) Reguli, Două plane $, şi S% sint unul transformatul omografic al celui- 
lalt dacă: z 

1) unui punci din [So] îi corespunde un punet în [53] şi reciproc; 

2) trei puncte coliniare corespund la trei puncte coliniare; 

3) raportul anarmonie a patru puncte coliniare este egal cu raportul anar- 
monic al omoloagelor. lor. 

O transformare omografică intro două plane este determinată dacă se 
cunosc patru perechi do puncte omoloage, astfel încît trei din ele să nu fie 
coliniare. 

Pentru aceasta se consideră : 


ABC) 
MHE 
G B’ GI i 

între planele S, și 93. Se demonstrează că dacă se dă un punct M €[$,], 
se poate găsi transformatul său M’ ¢[6}] (fig. 4). Pentru simplitatea con- 
strucțiilor se consideră că M € DB, iar (4 U C)N DB = E. Fie pe dreapta 
DB din [S] biraportul (DEMB), iar în [6%], punctele D', E’, B', omo- 
loagele punctelor D, E, B. Deoarece trebuie ca (DEMB) = (D'E'M'B'), se 
duce prin B’ o dreaptă oarecare pe care se iau: 4'M* = BM; M*E* = ME 
şi E*D* = ED. Deoarece pe dreptele B'D' și B'D* sînt trei perechi de 
puncte corespondente, urmează că una este transformata omografică a 
celeilalte printr-o proiecţie centrală. Centrul este o = E'E* N D'D*; dreapta 
oM* intersectează D'B' în punctul corespunzător M’. 


b) Corespondenţă între două plane ce au o dreaptă unită. Extinzind 
proprietatea transformării omogralice a spaţiului S} cu o singură dimensiune 
la spaţiul Sẹ cu două dimensiuni, se poate spune că transformarea omogra- 
fică a două plane S, şi S/ ce au 
o dreaptă unită, adică o dreaptă AGE 
ale cărei puncte își corespund (SI) 
lor înseși, este echivalentă cu 
o proiecţie centrală. 

Această corespondenţă este de- 2 
terminată dacă se cunosc 2 po- 
rechi de puncte omoloage, Colo 
două drepte determinate do 
punctele considerate sinti una 
transformata omogralică a celois € 
lalte, jar punctul lor de inter- a) 
scopie — care îşi corespunde lui Fig, 4 
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însuși în această transformare — este situat pe dreapta de intersecţie dintre 
planele date. Punctul de intersecţie w dintre dreptele ce unesc punctele 
corespunzătoare esto centrul de proiecţie (fig. 5). 


Transformata omografică a 
dreptei de la infinit a planu- 
lui 53 este dreapta A de inter- 
secţie dintre [P] dus prin o, 
cu [154]. Aceasta se numește 
dreaptă limită. În fiecare din 
planele considerate este cite 
o dreaptă limită (în [S] 
dreapta À). 

Se observă că o corespon- 
dență omografică între două 
plane cu dreaptă unită, ale 
căror drepte improprii nu-și 
corespund, este determinată dacă se cunoaşte centrul de proiecţie. 


c) Corespondenţa afină a două plane. Dacă proiecția cu care este echiva- 
lentă transformarea omografică a două plane S, şi 5; este paralelă — cen- 
trul œ este la infinit —, atunci transformarea omografică se numește afină 
sau afinitate. 

Dreapta. de intersecţie XX’ a celor două plane afine este unită, iar dreptele 
de la infinit îşi corespund una alteia (fig. 6). 

O afinitate este determinată dacă se cunosc două puncte omoloage A, A’. 
Direcţia proiecției paralele este dată de dreapta AA’ ce unește cele două 
puncte. Două drepte omoloage se intersectează pe dreapta unită XX’ a 
celor două plane. 

Deoarece punctele de la infinit situate în [S] şi [154] sînt corespondente, 
afinitatea păstrează paralelismul. Astfel, dreptele (AM || ND) € [S] au ca 
afine dreptele (A'M || ND’) e [$3]. 

O consecinţă a acestei proprietăţi este că liniile limită sînt aruncate la co. 
Dacă [S] conţine punctele 
coliniare £, F,G, atunci între 
acestea şi transtformatele lor 
afine E’, F’, G din [S] există 
relația : (EFG) = (E'F'G"). 

Adică: raportul simplu a 
trei puncte coliniare este un 
invariant al transformării afine. 

Din cele expuse rezultă că: 
două figuri omogralice cu o a 
treia sint omogratice între ele, 
şi dacă două figuri sint omo- 
grafice între ele se poate trece de 
la una la alta printr-un număr 
Fig, 6 finit de proiecţii şi secțiuni, 
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— Două figuri F și Æ oorospondonto într-o omografie echivalentă unei 
at ri centrale se numesc perspective, iar contrul so mai numeşte gi punct 
de vedere, 

Dacă figurile Æ şi 2” sint corespondent afine, ele se numesc încă perspec- 
tiv afine. 


5, Omologie 


a) Determinarea omologiei. Fio ABC o figură cuprinsă într-un plan [2]; 
şi A'B'C' proiecția sa centrală dintr-un punct O pe un plan P’, (Cele două 
figuri sint perspective.) ; 

Dacă se proiectează sistemul format de cele două figuri impreună cu cen- 
trul de proiecție O și dreapta de intersecție XX’ dintre planele P şi P’, 
pe un plan oarecare Q, se obțin două figuri omologice abe, a'b'e, al căror 
centru de omologie este o proiecția lui O și a cărei axă este zg’ (fig. 7). 

Omologia sau colineaţia centrală este o corespondență punctuală care 
conservă dreptele şi care se bucură de proprietăţile următoare : 

1) Dreptele care unesc puncte corespunzătoare trec printr-un punct fix, 
numit punct de colineaţie. 

2) Dreptele corespondente se taie pe o dreaptă fixă, numită axă de omo- 
logie sau de colineaţie. 

3) Un punct situat pe axa de colineaţie îşi corespunde lui însuși. 

O omologie este determinată de centrul O, de axa XX’ de omologie şi 
de o pereche de puncte (aa') corespunzătoare (fig. 8). Fie b un. punct oare- 
care al planului; pentru a construi omologul său se unește a cub. Dreapta ab 
intersectează axa XX’ în punctul ce. Omologul lui i este astfel 
b'=0b N ar. | 

Dacă se notează cu m și n intersecțiile dintre Oa’ şi Ob’ cu XX”, rezultă 
evident : 


(Omaa') = (Onbb') = k, 
unde ķ este o cantitate 


constantă, numită carac- 
teristica _omologiei. Ra- 


Plg, 7 Fig. $ 
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portul anarmonic considerat este invariantul transformării prin omologie. 
Nu este exclus cazul particular cind centrul aparţine axei; această 
omologie se numeşte specială. 


Db) Omologii particulare : 
1) Dacă centrul omologiei este la co, iar axa o dreaptă proprie, caracte- 
TEN TS Aa 4 
vistica omologici se reduce la raportul ro k, al distanțelor la axa omologiei 
a 


a două puncte A şi A’ corespunzătoare. Această omologie este afină (fig. 9). 
Printre omologiile afine se disting cele ortogonale al căror centru este la co, 
pe o direcţie perpendiculară pe ax. 

2) Dacă axul omologiei este impropriu, iar centrul un punct O propriu, 


$ S . OA $ 
_omologia poartă numele de omotette. Raportul CPE Si k al distanțelor a două 


puncte corespunzătoare A şi A” la centrul O (fig. 10) se numeşte constanta 
omoletiei. Acest raport poate fi pozitiv sau negativ, după cum punctele cores- 
punzătoare A şi A’ sint de aceeași parte cu centrul O sau de o parte și de 
alta a centrului. Dacă constanta e pozitivă, omotetia se numeşte directă; 
în al doilea caz, inversă. Dacă k = —1, centrul omotetiei este mijlocul tuturor 
segmentelor ce unese două puncte corespunzătoare. Această transformare 
este o simetrie în raport cu centrul 0. 

c) Teorema lui Desargues: Dacă dreptele ce unesc virfurile 
corespunzătoare a două triunghiuri situate în două plane P şi P, sînt concurente 
în acelaşi punct S, atunci laturile corespondente ale triunghiurilor se taie în 

` trei puncte coliniare. 
A ! „— Fie triunghiurile: ABC şi A, Bı Cı conţinute 
SA 4 în planele P și P, (fig. 11). Dreptele AA, BB, 
A „şi CC, care sint concurente în punctul $ deter- 
"mină planele [SAB], [SBC] şi [SAC]. 


Fig, 10 Fig. 11 
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Planul [SAB] este tăiat de planelo P și P, după dreptele AB și A1Bı, 
concurente în b, care este punctul de intersecție al acestor trei plane. Pentru 
acest motiv, punotul b se găseşte pe dreapta MW de intersecţie a planelor P 
şi Pı În mod analog se demonstrează că punctele a şi c în care se intersec- 
tează laturile AC cu A.C, şi BC cu B,C, aparţin aceleiași drepte de inter- 
secție MN dintre planele P şi P,. 


d) Teorema lui Desargues în plan. În cazul cind cele două tri- 
unghiuri ABC şi A,B,C, sînt în același plan, teorema lui Desargues devine : 

Dacă dreptele ce unesc virfurile corespunzătoare a două triunghiuri. ce fac 
parte din acelaşi plan sînt concurente în acelaşi punct, laturile corespondente 
ale triunghiurilor se taie pe o aceeași dreaptă (fig. 12). 

Fie triunghiurile ABC şi A'B'C' situate în același plan P, ale căror drepte 
AA’, BB! şi CC' sint concurente în acelaşi punct S. 

Se consideră un punct S, în afara planului P şi pe 55 se ia un al doilea 
punct Sa Astfel, SA BC este proiecția piramidei SA BC făcută din centrul $,, 
iar triunghiul A'B'C”, avind virfurile pe laturile SA, SB, SC, este proiec- 
ţia din centrul S, a triunghiului A”B"C”, ale cărui virfuri sînt situate pe 
muchiile piramidei S,ABC. Deoarece triunghiurile ABC şi A”B”C” înde- 
plinesc condiţiile cerute de teorema lui Desargues în spaţiu, laturile cores- 
pondente se întîlnesc în trei puncte coliniare. 


Fig, 12 
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Cum triunghiul ABC osto propria sa proiectie, iar A'B'C' este proiecția 


triunghiului A"2"0” laturil i zit : j 
e murilo corespunzătoare se vor intilni pe aceeasi 
dreaptă. pe aceeași 


6) Contigurația lui Dosarguon, Se numeşte configurație plană un sistem 
de p punole ŞI g drepte situato în acelaşi plan, astfel inétt prin fiecare punct 
trece un același număr y de 
drepte și fiecare dreaptă a 
sistemului unește un acelaşi 
număr x de puncte. Pentru 
a nota o astfel de configura- 
pie se trebuia feaz simbo- 
lul (py; Z«) Cele patru nu- 
mere p, g, y şi mnu sint 
independente. Într-adevăr, 
după cele de mai înainte re- 
zultă că prin cele p puncte trec 
yp drepte ale sistemului. În 
același timp, fiecare dreaptă 
a fost luată de z ori, deoarece 
fiecare dreaptă trece prin z 
puncte. În acest fel, pentru 

Fig. 13 orice configuraţie există relaţia: 
PY EEE: 

Un punct şi o dreaptă ce trec prin el este cea mai simplă configuraţie; 
ea va fi exprimată prin simbolul (7,; 7). Un triunghi este o configuraţie 
din care fac parte trei laturi și trei puncte şi se exprimă prin simbolul 
(32; 92). : 

Figura formată de triunghiurile ABC şi A'B'C' (fig. 13) impreună cu drep- 
tele ce unesc virfurile corespunzătoare și dreapta pe care se taie laturile 
triunghiurilor formează o configuraţie cu zece drepte şi zece puncte, astfel 
încît prin fiecare punct trec trei drepte și fiecare dreaptă trece prin trei 
puncte. Această figură poartă denumirea de configuraţia lui Desargues şi 
se reprezintă prin simbolul (10; 103). 


6. Imversiune 


Fie un sistem de puncte A, B; C,... şi un punct fix O, cuprinse într-un 
plan. Punctele A’, B’, C',... care satisfac relaţia: 


OA -0A' =0B:0B' =0OC-:OC' =.. =A (1) 


se numesc inversele punctelor date. Această transformare punctuală definită 
de relaţiile (1) se numește inversiune sau transtormare prin raze polare 


reciproce, 
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Într-o inversiune, două puncte corespunzătoare sint coliniare cu punc- 
tul 0, care se numeşte polul inpersiunii; cantitatea constantă 4 este 
puterea înversiunii, | i Pi 

După cum punctele A şi A’ sint, do aceeaşi parle a polului sau de o parte 
şi de alta, puterea este pozitivă sau negativă. 

Din relaţiile (1) rezultă că: , 

Orice punct are un invers cu excepția polului, ; i Ee 

Dacă M’ osto inversul punctului M, atunci gi M este inversul Jni M', 
(M <> M’). 

a) Tooremă, Două figuri I” şi F” inverse unei figuri F cu puterile de inper- 
siune X şi A” sînt una transformata omolelică a celeilalte în raportul (x : 3”), 

Fie un punct M al figurii F și punctele M’ şi M” corespunzătoare ale 
figurilor Æ” şi F”, Dacă O este polul de inversiune, se poate serie: 


OM:O0M' = şi OM:0M' =", 
din care rezultă: 
OMSOM ENAS 
care exprimă omotetia dintre F’ și F”. 


3 b) Teoremă. Două puncte oarecare și inversele lor determină două. drepte 
antiparalele în raport cu laturile unghiului format de razele vectoare (fig. 14). 


F Fie A și două puncte oarecare şi inversele lor Á’ şi B'. În virtutea 
S relaţiilor (1), se poate scrie: 


04:04: OB:-OB p 94-08: 
OB OA 


Triunghiurile AOB şi A'0B', avind un unghi comun cuprins între două 
laturi proporţionale, sint asemenea; deci XOAB = % OB'A' și AB anti- 
paralel cu A'B'. 

Consecinţă. Deoarece X A'AB + XOB'A' = 180%, patrulaterul ABB'A' 
este inscriptibil. Deci: două puncte oarecare și inversele lor sînt conciclice. 

c) Teoremă. Inversa unei drepte ce nu conţine polul este un cerc ce trece prin 
pol, al cărui centru se află pe perpendiculara dusă din pol pe dreaptă. (fig. 15). 


2) 


A! 


(e) A JA 


Fig, 14 Fig, 15 
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Dacă dreapta trece prin polul de inversiune, ea este propria sa inversă, 
pentru că două puncte M, Mp inverso unul altuia sint intotdeauna coliniare 
cu polul, 
„Fie (D) dreapta ce nu trece prin polul O de inversiune gi fie M’ punctul 
invers punctului M. Punctul M este proiecția ortogonală a polului O pe 
dreapta D. Dacă N este un punct oarecare al dreptei (D) şi V’ inversul său, 


egalitatea unghiurilor ÓM și ON M’ are drept consecință faptul că unghiul 


N'M’ este constant drept. Deci, locul geometric al punctului NV’ este un 
cere al cărui diametru este OM’. 

Reciproc, fie (C) un cerc care trece prin polul de inversiune, și fie M’ punc- 
tul situat pe cerc, diametral opus polului. Dacă M este inversul lui M’ 
şi ÎN inversul unui oarecare punct N’ situat pe cerc, din egalitatea unghiu- 


rilor GUN şi ON rezultă că GI = 90°; deci locul punctului N este 
perpendiculara dusă în M pe OM’. Prin urmare : inversul unui cerc ce trece 
prin pol este o dreaptă normală pe diametrul cercului corespunzător polului. 

Consecinţă. O dreaptă şi un cere într-o poziţie oarecare pot fi considerate 
figuri inverse una alteia. Polul de inversiune este una din extremităţile dia- 
metrului perpendicular pe dreaptă. 

d) Teoremă. /nversul unui cerc cu polul de inversiune nesituat pe cerc este 
un cerc (fig. 16). aa 

Fie O polul de inversiune şi (C) cercul dat. Dacă puterea p a polului O 
este egală cu puterea inversiunii MA = p), atunci relația: OM-ON = à = P 
arată că cercul (C) este propriul său invers, pentru că orice punct IV al cer- 
cului (C) este inversul punctului M în care raza vectoare corespunzătoare 
taie cercul dat. 

Dacă à Æ p, atunci inversul cercului (C) este un cere (C); cele două 
cercuri sint omotetice, iar 


raportul de omotetie 


X 
este —. 


pietele inverse unul 
altuia (MM; NN) 
se numesc puncte anti- 
omoloage. 

Punctele omoloage ca- 
re sînt confundate cu 
antiomoloagele lor sìnt 
punctele de contact 
(Q= R; Q = R) ale 
tangentelor comune duse 
din polul O de inversiune. 
' Se numesc coarde an- 
Fig, 16 tiiomoloage coardele care 


INTRODUCERE i á 


unesc puncte antiomoloage. Aceste coarde se intersectează pe axa radi- 
cală «xB a celor două cercuri. : 

Două cercuri oarecare (C) și (C,) pot fi considerate unul, inversul, altuia 
în două moduri deosebite, corespunzătoare celor două centre de omotetie, 


e) Tooromă, Unghiul sub care se taie două curbe oarecare este egal cu unghiul 
sub care se taie inversele lor (fig. 17). 


Fig. 17 


Fie (I) şi (I”) două curbe inverse în raport cu polul O. Dacă (N, M’) 
şi (V, N”) sînt două perechi de puncte inverse situate pe curbele date, atunci 
corzile MN și M'N’ sint două drepte antiparalele în raport cu razele vec- 
toare OM şi ON. Deci XOMN = XON'M'. Cind M — N şi M' = N”, secan- 
tele MN și M'N’ tind către tangentele NT și N'Q, iar X OMN şi x ON' M’ 
devin x ONT şi x ON'Q. Prin urmare : x ONT = X N'NQ = x ON'Q, iar 
A WỌN’ este isoscel, avind baza NN. 

Dacă prin Ñ şi N! trec și curbele (T) şi ([') — inverse în raport cu acelaşi 
pol și cu aceeași putere de inversiune — atunci tangentele la aceste curbe 
în punctele considerate formează un triunghi isoscel cu aceeași bază NN’ 
(fig. 17, a). Diferențele dintre unghiurile egale adiacente bazei NN’ sînt 
egale și reprezintă unghiurile sub care se taie curbele (T) cu (T,) şi inversele 
lor (1) cu (14); inversiunea este o transformare care conservă unghiurile 


și se numeşte transformare conformă. Se precizează că inversiunea conservă 
unghiurile ca mărime, nu însă ca sens. i 


1) 'Peoremele de mai înainte se extind cu ușurință în spațiu. Dacă se 
roteşte figura plană împreună cu inversa ei în jurul unei axe convenabil 
alese, se deduce imediat că: 

1) Inversul unui plan, este o sferă care trece prin pol, al cărei centru se 
găseşte pe perpendiculara dusă din pol pe plan şi reciproc, 
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2) Două sfere oarecare pot fi considerate întotdeauna ca inverse una alteia. 
Inversa unei sfere in raport cu un pol exterior sau interior este o altă sferă. 

3) Două cercuri situate în plane diferite, inverse unul altuia, sînt situate 
pe o aceeaşi sferă. 

4) Unghiul sub care se taie două suprafețe (S) şi (S°) într-un punct al 
curbei lor de intersecție este egal cu unghiul sub care se taie ùnversele lor (S,) 
şi (51) în punctul invers celui considerat sitaai pe curba de intersecție dintre 
(5) şi (53). 

Deci inversele a două sfere tangente sint două sfere tangente. 


pi 


CAPITOLUL II 


METODE DE REPREZENTARE PLANĂ A SPAȚIULUI 


Dacă între punctele M şi M’ a două spaţii S şi S” s-a stabilit o cores- 
pondenţă astfel încit există relația M <- M', atunci unei figuri F € 5 ií 
corespunde o figură X’, numită imagine, cuprinsă în S’. Relaţia F- F 
permite construirea figurii F, cunoscînd imaginea sa F’. Dacă 5 și 9’ sint spaţii 
cu 3 şi 2 dimensiuni, corespondenţa S$3<=$2 permite construirea unui obiect 
din Są după imaginea sa din S, (plan). Condiţia pentru ca să fie posibilă 
relația M -> M’ între toate punctele celor două spaţii este ca corespondența 
stabilită să fie biunivocă. 

Punctele spaţiului S constituie un sistem triplu infinit, iar punctele unui 
plan Sẹ un sistem dublu infinit. Pentru a realiza o reprezentare plană a 
spaţiului cu trei- dimensiuni trebuie să-se găsească în plan un element care 
să depindă de trei pârametri. Aceasta este posibil numai dacă unui punct 
oarecare din spaţiu îi corespunde o pereche de puncte, care se numește bipunct 
şi care satisface o condiţie particulară ce reduce la trei numărul de parametri 
de care depind cele două puncte. O asemenea condiţie poate îi ca bipunctul 
ce reprezintă un punct din spaţiu să fie coliniar cu un punct fix sau să 
aibă o orientare dată. 

Ca operaţie pentru reprezentarea plană a spaţiului se foloseşte proiecția. 


1.. Sisteme de proiecţie 


a) Proiecţia centrală sau perspectiva unui punct M din spaţiu pe un 
plan P, numit tablou sau plan de proiecţie, este punctul m de intersecţie 
cu planul P al dreptei care uneşte un punct fix O, numit centru de proiecţie 
sau punct de vedere, cu punctul M. Centrul de proiecţie şi planul, fiind 
un ansamblu organizat de elemente, formează sistemul ceniral de proiecţie. 

Figura obținută prin proiecția unei figuri F pe un plan se mai numeşte 
şi imagine. 

Centrul O este reprezentat pe planul P prin proiecția sa ortogonală 0” 
şi prin cercul, numit cerc de distanţă, descris din O’ ca centru, a cărui rază 
este egală cu distanţa centrului la planul P. 
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Deoarece prin orice punct M din spaţiu gi pri 
o Dan l paţiu și prin centrul O br 
areata a oaro aia ea cu [P] este punctul m, sistemul central de proiocție 
gi è aR oaaao ensa univocă între punctele spațiului gi acelea alo Sri 
Si Rina oate punctele dreptei OM au aceeași proiecţie centrală m, vozultă 
» Mnd cunoscută proiecția centrală a unui punct, poziţia în s apiu. aie 
tului proiectat este nedeterminată i i A A 
(fig. 18). 
Punctele situate în planul P, | [P], 
care trece prin centrul O de proiec- 
ție, au proiecţiile lor centrale 


oco 0 singură 


Fig. 18 l Fig. 19 


aruncate la infinit, iar cele situate în planul de proiecție coincid cu 
proiecţiile lor. 

Proiecţia centrală a centrului de proiecţie este nedeterminată. 

Projecția centrală a unei drepte D este o dreaptă determinată de punctul « 
de intersecție cu planul P şi punctul f, în care o dreaptă D, || D dusă prin O 
intersectează planul P. Punctul f este proiecția centrală a'punctului de la 
infinit al dreptei D. Punctul u se numeşte urma dreptei, iar f este punctul 
limită sau punctul de fugă (fig. 19). 

Din cele de mai înainte rezultă: 

Două drepte paralele au acelaşi punct de fugă, iar proiecţiile lor centrale 
sînt concurente în punctul de fugă. 


j 


/ 


f 
/ 


| 


| 
N 
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Proiecţiile centrale a două drepte concurente sînt două drepte concurente, 
iar dreapta urmelor este paralelă cu dreapta punctelor lor de fugă. 
„Proiecţiile a patru Puncte coliniare formează un biraport egal cu biraportul 
punctelor proiectate. sf: SaN 

Biraportul este invariantu] caracteristic al acestui sistem de proiecție. 


b) Proiecția paralelă. 1) Dacă centrul C este aruncat la co într-o direcție 
oarecare (D), proiectantele devin paralele cu această direcție, iar proiecția 
se numeşte paralelă sau cilindrică. Proiecția paralelă este ortogonală sau 
oblică, după cum proiectantele sînt ortogonale sau oblice față de planul 
de proiecție (fig. 20). Sais; ; 

Direcția cu care Proiectantele sînt paralele şi planul de proiecție definesc 
sistemul de proiecţie paralelă. ata, 

/ Corespondenţa stabilită prin acest sistem, între punctele din spaţiu şi cele 
ale planului de proiecţie, este univocă, deoarece unui punct din spaţiu îi 
corespunde un punct unic în plan. PTR A 

Cum toate punctele de pe aceeaşi proiectantă au aceeași proiecţie, rezultă 
că poziţia în spaţiu a unui punct dat prin proiecția sa paralelă este nede- 
terminată. : 

Proiecţia paralelă a unei drepte este în general o dreaptă. Planul ce trece 
prin dreaptă, paralel cu direcția de proiecție, se numeşte plan proiectant 
al dreptei. Intersecţia lui cu planul de proiecție este proiecția dreptei. 

Fie AB segmentul paralel cu planul de proiecție (fig. 21); proiecția sa 
paralelă ab este un segment egal cu cel dat, deoarece figura A Bba este un 
paralelogram, iar AB şi ab sînt laturi opuse. Se consideră acum perpendi- 
culara dusă din punctul A pe proiectanta punctului B și se notează cu D 
piciorul ei, apoi se construieşte punctul B}, simetricul punctului B în raport 
cu D. Orice segment AN cu N cuprins între B şi B, are proiecția sa mai 
mare decit segmentul dat, şi orice segment AM cu M în afara segmentului 


BB, are proiecția sa mai mică decit AM. 


Proiecţiile a două drepte paralele sînt paralele.. Fie D|D,. Planele lor 
proiectante [P] şi [2] sint paralele, deoarece trec prin două drepte paralele 
şi sint paralele cu o aceeaşi direcţie. Deci, intersecțiile lor cu planul de proiec- 
ţie sînt paralele. 

Proiecţiile a două drepte concurente sînt două drepte concurente, deoarece 
au în comun proiecția punctului lor de intersecţie. 

Dacă planul determinat de cele două drepte concurente sau paralele este 
paralel cu direcţia de proiecție, proiecţiile lor sînt confundate. 

O figură cuprinsă într-un plan paralel cu planul de proiecţie se proiec- 
tează oblic in adevărată mărime. 

Dacă se proiectează, paralel cu un plan dat P, trei puncte coliniare A, B,C 
în d, b, c, avem: (ABC) = (abc); adică proiecția paralelă păstrează raportul 
simplu. Demonstrația se bazează pe teorema lui Thales. De aici rezultă că 
simetria în raport cu un punct se păstrează în proiecția paralelă. Dacă 
direcţia D este ortogonală față de planul de proiecţie, proiecția se numeşte 
ortogonală, Toate proprietăţile proiecției paralele oblice se extind fără exceptie 
asupra proiecției ortogonale, 
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2) Proiecjia ortogonală a unui unghi (fig. 22). Fie X ABC = 6 cuprins 
într-un plan P și un plan de proiecție m. Latura BC | XX. Proiecția orto- 


gonală a unghiului 0 este + AB'C = Ș. În virtutea unei teoreme cunos- 
cute: BC | XX, și prin urmare triun- 
ghiurile ABC și AB'C sint dreptunghice 
in C. Din aceste triunghiuri se pot scrie 
relaţiile : 
AC = BCtg0 şi AC = B'CtgV, 

deci : 

BCtg0 = B'Ctgv, (1) 
dar : 


Fig. 22 B'C = BC cosa, 


unde a este unghiul plan corespunzător unghiului diedru dintre planele P 
şi m. Deci (1) se poate scrie: 


tg 0 = tg 0' - cosa. => tg9' = tg0 - sec q i (2) 


Din (2) rezultă că : în general proiecția ortogonală a unui unghi ascuțit 
care are o latură perpendiculară pe dreapta de intersecție dintre planul său 


şi planul de proiecție este mai mare decit unghiul proiectat (0 >ĵ). 


AR z a N E A A K A = 
Există excepţie pentru cazurile: 0 = 0, cînd și 0’ = 0, şi pentru 0 — zp 
cind şi 0 a În acest din urmă caz, latura oblică faţă de XX devine 


paralelă cu dreapta de intersecţie XX dintre planele P şi m. Se poate enunţa 
teorema: 

Condiţia necesară şi suficientă pentru ca proiecția orlogonală pe un plan 
a unui unghi drept să fie tot un unghi drept este ca una din laturi să fie para- 
lelă cu planul de proiecţie. 


a c) Proieeţia cotată a unui punct M pe un 
i plan P este proiecția sa ortogonală m pe 
: acest plan, lingă care se înscrie în cifre 
: cota sa în raport cu planul P. Dacă punc- 
b tul M este deasupra planului de proiecţie, 


cota este pozitivă, şi negativă în caz con 
trar. În figura 23, punctul M are cota pozi- 
tivă 2, iar N cota negativă -3. Toate proprie 
tăţile proiecției paralele se extind asupra 


N acestui sistem de reprezentare, care va fì 
Fig. 23 tratat mai larg într-un capitol următor. 
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d) Proiecţia stereogratică, Fie o sferă O, şi m planul tangent în punctul s. 


Dacă se ia extremitatea Q a diametrului sferei care trece prin s, ca centru 
de proiecţie, se poate stabili o corespondenţă între punctele sferei și acelea 


poi DES 


1 [i 


of 


Fig. 24 


ale planului, astfel încît unui punct din plan îi corespunde un punct pe 
sferă şi reciproc. 

Fie un punct m situat pe sferă şi i proiecția sa pe planul m făcută din 
centrul Q. Dacă se uneşte $ cu ” se obține AsmQ — Asm'Q, deoarece 
X Oms = X Osm' = 90%, iar X sQ m e comun ambelor triunghiuri (fig. 24). 
Din aceste triunghiuri rezultă : 

Om, Qs 


Qs OA 


Qm: Qm = Qs? 


sau 
Om, Qm: = &R?, 


în care membrul al doilea fiind o cantitate constantă rezultă că punctele 
planului m sint transformatele prin inversiune a punctelor sferei. Corespon- 
dența astfel stabilită între punc- ` 
tele sferei și cele ale planului este 
biunivocă. Punctul s, de tan- 
gență, este propriul său trans- 
format, iar Q are ca transformat 
un punct impropriu. 


Teoremă. Proiecția stereografică 
a unut cerc care nu trece prin 
pol este un cerc. 


Fie cercul (c) situat pe sferă, 
care se proiectează din polul Q 
pe planul x (fig. 25), 

onul circumscris sferei în lun- 
gul cercului (c), al cărui virf 
este S, are toate generatoarele 
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sale tangente la sferă. Fie SỌ o i, imagi 

; . generatoare a conului, imaginea sa stereo- 
grafică qm face x mg = X SOg, deoarece QS și mg sint atitigaralelo- Dacă 
se duce SR || gm, se obține XORS = XmgO, şi atunci triunghiul SQR este 
soscel, şi deci QS = RS. Din AQgm ~ AQRS rezultă : 


Da n m Se 
OSEERE. as 


„Cum toate cantită- 

tile din partea a doua 
a egalității de mai ina- 
inte sint constante 
pentru un același cerc, 
rezultă că locul geo- 
metric al punctului q 
care satisface relația 
qm = ct, unde m este 
un punct fix, e un 
cerc. 

Dacă cercul c trece 
prin polul Q, proiec- 

Fig. 26 tantele punctelor sale 

; sint situate în același 

plan (planul cercului) şi punctele lor de intersecţie cu planul de proiecţie 

se găsesc pe dreapta de intersecţie dintre acest plan şi planul cercului. Deci : 
imaginea stereografică a unui cerc care trece prin pol este o dreaptă. 

De aici urmează că imaginea stereogralică a meridianelor este dată de un 
fascicul de drepte concurente în punctul de tangenţă dintre planul de repre- 
zentare şi sferă. Cercurile paralele, fiind ortogonale cercurilor meridiane, 
vor avea ca imagine stereografică un fascicul (r) de cercuri concentrice, cu 
centrul în punctul de tangenţă dintre planul v şi sferă. Ele sînt traiectoriile 
ortogonale (fig. 26), ale proiecţiilor stereografice ale meridianelor sferei. 

Reprezentarea stereografică are variate întrebuințări. Figura 27 este o 
diagramă a orientării antenelor, obţinută cu ajutorul unei proiecţii stereogra- 
fice (Fradin-Rișkov. /zmerenie parametrov antenn. Moscova, 1962). 


e) Dubla proiecție ortogonalăi. Se consideră două plane perpendicu- 
lare [H] și [V], care se numesc plane de proiecţie. Pentru a le distinge, pla- 
nul H se numește plan orizontal, iar planul V, plan vertical. Linia de inter- 
secţie OX dintre aceste plane se numește linie de pămini. 

Cele două plane constituie un sistem de referință sau reper. Acest reper 
imparte spaţiul în patru unghiuri diedre drepte, care se notează în sens 


invers mişcării acelor unui ceasornic... = gi 
Punctele şi dreptele din spațiu se proiectează ortogonal pe planele H şi V. 


Mee 
1 Dubla proiecție ortogonală a fost preconizată pentru prima dată de către 


Albert Dürer (1471—1528), în scrierea sà Institutionum geometricarum liberi quator, 
Albert Dürer a fost pictor de 
gale. Acest mod de reprezentare a 

matematician francez. 


mare renume, care susținea studiul ştiințilic al artei 
fost profund studiat de către Gaspard Monge, 
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Se obișnuiește să se noteze proiecţiile unui punct cu literă mică neaccen- 
tuată pentru proiecția orizontală și accentuată pentru cea verticală. Astfel 


un punct A se exprimă prin A (a a'), care se citeşte: punctul A cu proiec- 
tile a și a’ (fig. 28). 
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Fig. 27 


Planul [Aaa'] este perpendicular pe planele H şi V, pentru că el conţine 
cîte o perpendiculară pe aceste plane, deci este perpendicular şi pe inter- 
secţia lor OX. 

Dacă se rotește planul H în jurul lui OX în sensul arătat de săgeată, pină 
se suprapune pe [V], se obţine o figură plană care se numeşte epură. Pune- 
tele d și a’ se vor găsi pe o dreaptă perpendiculară pe OX. Dreapta care 
uneşte cele două proiecţii în epură se numește linie de ordine. 

Se obţine aceeaşi epură dacă se roteşte 
planul vertical astfel încît. să se aștearnă 
pe cel orizontal; rotația se face în sens 
invers celei dintii. 

Perechea de puncte (aa') se numește 
bipunct orientat, deoarece å şi å’ au sem- 
nificaţii anumite (fig. 29). 

Se observă că, fiind dat în epură bi- 
punctul (aa'), se obţine în spaţiu punctul 
unic A; deci întotdeauna este satisfăcută 
relaţia : 


PA (d, wi). 


Segmentul aa, care măsoară distanţa 
punctului A la planul V se numește Fig, 28 
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depărtare, iar segmentul a'a, care măsoară distanța punctului A 
numește cotă, Depărtarea şi cota sint coordonatele e ale eul, 
Dacă se consideră reperul format din planele H, yV şi W perpendiculare 
două cite două, atunci spaţiul se împarte în opt triedre tridreptunghice 
Dreptele de intersecţie dintre ` IA 
planele_ reperului: OX = V][i A 
[H], 0Y = [W] N [H] si 0Z= 
= [V] M[W] sint axele reperului 
și orientarea lor (sensul lor pozi- 
tiv) este cea arătată în figura 30. 
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În practică se folosește numai triedrul ale cărui axe sint toate pozitive. 
Poziţia unui punct A din spaţiu este determinată dacă se cunosc proiecţiile 
punctului pe axele OX, OY şi OZ, care sînt a,, a, a. 

Segmentele Oa, = x,' Oa, = y, Oa, =z măsoară abscisa, ordonata sau 
depărtarea şi cota. | £ 

Dacă se rotesc planele H în jurul axei OX, şi W în jurul axei OZ, pînă 
se suprapun pe planul V, se obţine epura punctului referită la reperul deter- 
minat de cele trei plane ortogonale două cîte două (fig. 31). 

În această epură, punctul este reprezentat prin trei proiecţii: a, a' şi a”. 
În urma suprapunerii celor trei plane, axa OZ se suprapune pe OY. Axa OX 
se numește axă principală, iar OZ = OY, axă secundară. Se observă că cele 
trei puncte a, a' și a” nu sint independente între ele, pentru că, dacă se 
cunose două puncte oarecare din cele trei, al treilea se poate construi. 
; Deoarece proiecția paralelă păstrează 
paralelismul (§ 2, b), rezultă că dreptele 
din spațiu paralele cu una din axe se 
proiectează după drepte paralele cu axa 
respectivă. Astfel, muchiile paralelipipe- 
dului dreptunghic ABCDA,B,C,D,, care 
sint paralele cu axele triedrului de refe- 
rință, au proiecţiile lor paralele cu 0X, 
OY şi OZ. Deci, muchiile AA, BB,, ~n 
care sînt, paralele cu OZ, au proiecţiile 
lor pe [V] și [W] paralele cu această axă 
(fig. 32), iar AD, BC, 4.D, şi B,C, au 
Fig, 31 proiecţiile lor paralele cu OY; cînd pla- 
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a a 


nele H și W se aştern pe planul V, se obţine epura paralelipipedului 


(fig. 32, a). 


Deoarece cele trei proiecţii ale unui aceluiași punct nu sint independente, 
rezultă că dacă se cunosc două din cele trei proiecţii ale unui corp din spaţiu 


se poate întotdeauna construi 
proiecția a treia. 

În epura de mai înainte, pa- 

ralelipipedul (fig. 32, a) se pro- 
iectează pe planele H, V și W 
după dreptunghiurile abcd, a'b'Wiaj 
şi a”aj di d”. Deoarece muchiile 
sînt perpendiculare pe planele de 
proiecţie, în fiecare din punctele 
de mai înainte sint proiectate 
cite două virfuri ale paralelipipe- 
dului ; 
a Saab ba a d a" zbr, 
care se găsesc pe o aceeași muchie 
perpendiculară pe planul de 
proiecţie respectiv. 

f) Reprezentarea axonometrică, 
Dacă se proiectează ortogonal un 


Fig. 32, a 
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corp geometric pe planele reperului folosit mai inainte, fețele şi muchiile 
paralele cu aceste plane se proiectează în adevărată mărime: insă fețele și 
muchiile perpendiculare pe planele reperului au ca proiecţii drepte și puncte, iar 
punctele ce se găsesc pe aceeaşi proiectantă au proiecţiile confundate. 
După desenul astfel obţinut se intuieşte cu oarecare dificultate forma 
corpului proiectat. 

Se poate obţine o imagine intuitivă a corpului geometric respectiv, dacă 
este proiectat pe un plan oarecare [o], după o direcţie dată. 

i dată cu corpul sau figura geometrică considerată, se proiectează pe [o] 
ŞI axele triedrului 0-XYZ de referință (fig. 33). Proiecţiile OKOZO. 
şi O'Z’ ale axelor triedrului O: XYZ pe planul o se numesc axe azonometrice. 

Fie O: XYZ triedrul tridreptunghic de referință. Un plan oarecare [o] sec- 
ționează planele triedrului după dreptele : AB, BC şi CA. Triunghiul ABC 
se numește triunghi axonometric. Dacă proiectantele sint ortogonale, repre- 
zentarea axonometrică se numeşte ortogonală. 

În cele ce urmează se foloseşte numai reprezentarea axonometrică orto- 
gonală. 

Dacă 00' este perpendiculară pe planul triunghiului A BC, atunci O’ este 
ortocentrul acestui triunghi. Într-adevăr, OZ este perpendiculară pe planul 
[XY], iar OO’ fiind perpendiculară pe planul triunghiului ABC, rezultă că 
planul triunghiului COO’ este perpendicular pe planul [A BC] şi deci pe AB. 
În acest caz, OC' | AB, şi în virtutea teoremei celor trei perpendiculare 
CO' | AB. Astfel, O'A, O'B şi O'C, proiecţiile axelor OX, OY, OZ pe [ABC], 
sint înălțimile triunghiului ABC, iar O’ este ortocentrul său. 

Dacă planul considerat taie pe axele triedrului tridreptunghie segmente 
egale, triunghiul axonometric este echilateral, iar axonometria se numeşte 
izometrică. În cazul cînd numai două din segmentele tăiate pe axe sînt 
egale, axonometria se numeşte dimetrică, şi cînd nici unul din seg- 
mentele determinate de planul axonometric pe axele triedrului nu sînt 
egale, axonometria se numeşte anizometrică. Este de asemenea posibil ca 
planul pe care se face proiecția — numit şi plan axonometric — să inter- 
secteze numai două sau una din cele trei axe. 

Axele OX, OY, OZ fac cu proiecţiile 
lor pe planul [ABC] unghiurile «, 8 şi y, 
astfel încît dacă pe axele triedrului de 
referință se consideră o aceeași unitate 
de măsură u, proiecţiile acestei unități 
pe axele axonometrice O'A, 0'B şi OC 
sînt respectiv : 


Us = U COSO, U, =U cos şi 
u, =ù cos Y, 
de unde rezultă că dacă « Æ 8B Æ Y, pe 


fiecare axă axonometrică vor corespunde 
unități de măsură diferite, 
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Diviziunea axelor axonometrice O'A, O'B gi O'C prin unități de măsură 
egale cu: us, u, și u, constituie scările axelor. ; 

În cazul axonomotrioi izomotrice, toate axele au aceeagi scară, 

Un punot oarecare M este reprezentat prin roiecpiile ortogonale pe [ABC] 
a punctului M şi a proiecției sale m, pe unul din planele reperului. Proiecţia 
ortogonală m* a punctului M pe planul 
[ABC] se numește proiecție principală, 
iar proiecția ortogonală a punctului m 
pe același plan se numește proiecție 
secundară (fig. 34). 

Pentru a se distinge planul reperului 
căruia îi corespunde proiecția secundară, 
se notează această proiecție cu indicii: 
1, 2 sau 8, după cum m este cuprins în 
planele [xy], [yz] sau [zx]. Astfel proiec- 
ţia secundară a punctului M este m, 
deoarece me[z7/]. 

Linia de ordine care unește proiecția 
principală m* cu cea secundară este pa- 
ralelă cu axa perpendiculară pe planul 
reperului în care este cuprinsă pro- 
iecţia m. 

Se observă că dacă se cunosce două Fig. 34 
dintre proiecţiile unui punct, se pot de- 
termina celelalte. Se obișnuiește însă, pentru a păstra legătura cu sistemul 
dublei proiecţii ortogonale, să se folosească proiecția secundară provenită 
din proiecția ortogonală a elementului din spaţiu pe planul [XOY]. 

O dreaptă oarecare se reprezintă prin două proiecţii : principală şi secun- 
dară (fig. 35). Astfel, u*o* şi uzv, sint proiecţiile principală și secundară 
ale unei drepte date în sistemul axonometric X'Y'Z', unde (u = u*) şi 
(0%, v.) sint punctele unde dreapta dată intersectează planele [XOY] și [XOZ]. 
Un punct oarecare M aparţine dreptei dacă proiecția sa principală m+ este 
situată pe proiecția principală a dreptei, iar proiecția secundară aparține 
proiecției secundare a dreptei. 

Se închide această scurtă prezentare a sistemului axonometric cu o obser- 
vare asupra vizibilităţii feţelor corpurilor opace. În figura 36, a, b, sint repre- 
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zentate două paralelipipede congruente MNPORST. Virful R în reprezen- 
tarea dată in figura 36, a este vizibil, și cu el sint vizibile fețele STOR, 
RON Pşi SRMN, celelalte fiind acoperite de corpul poliedrului, iar în figura 36, b, 
virful R este acoperit (invizibil), iar fețele care erau acoperite în figura 36, a 
sint vizibile. Aceasta se datorește faptului că pentru un același reper axo- 
nometric sint două sensuri după care se poate privi corpul reprezentat. 

n cele ce urmează se trece la studiul părţii de geometrie raţională, care 
interesează aplicaţiile practice, folosind metoda transformării figurilor prin 
proiecţii. 

Geometria care are ca scop descrierea completă (poziţie și formă) a figu- 
rilor cu trei dimensiuni cu ajutorul proiecţiilor acestora pe unul sau mai multe 
plane se numește geometrie descriptivă +. 


1J, Do La Gournerie, A. Javary ete, Géométrie descriptive, 


PARTEA A DOUA 


GEOMETRIE DESCRIPTIVĂ 


CAPITOLUL III 
METODA DUBLEI PROIECȚII ORTOGONALE 


1. Punctul 


Fie planele H, V şi W perpendiculare două cîte două, care se intersec- 
tează după dreptele : OX = [H] N [V], OY = [H] N [W] şi OZ =[V] n [W], 
ce se numesc axe și a căror orientare pozitivă este cea arătată în figura 37. 

Aceste plane impart spaţiul în 8 triedre tridreptunghice, care se nume- 
rotează cu numere romane însoţite de indici. Se dă indicele 7 triedrelor care 
sint în faţa unui observator situat la stinga planului W, și indicele 2 pentru 
triedrele din dreapta acestui plan. Numerotarea triedrelor se face în sens 
invers mișcării acelor unui ceasornic. Astfel, triedrul 0-XYZ se notează 
cu I, triedrul 0.XY'Z cu II etc. 

Axa OX imparte planele orizontal H și vertical V în cîte două semiplane. 

Semiplanul orizontal situat în fața planului vertical se numeşte plan ori- 
zontal anterior [H,], iar cel situat în spatele planului vertical, plan orizontal 
posterior [H,]. De asemenea, planul vertical se împarte în plan vertical 
superior [V,] şi vertical inferior [V;]. Pentru planul W, numit şi plan lateral, 
nu este necesară considerarea semiplanelor în care e împărţit de către 
planele H şi V. 


1 Fondatorul geometriei descriptive a fost Gaspard Monge, matematician fran- 
cez (1746—1818). 

„Folosind metoda proiecțiilor ca mod de a stabili o corespondență între două spaţii, 
Monge a demonstrat în geometria sa descriptivă, proiectînd ortogonal punctele spațiului 
pe două plane perpendiculare care se suprapun printr-o rotație în jurul dreptei lor de 
intersecție, că se pot reprezenta pe un plan aproape toate suprafeţele spațiului cu trei 
dimensiuni şi se pot efectua orice operații geometrice asupra lor. a 

Opera sa premergătoare geometriei descriptive este cuprinsă într-un memoriu privitor 
la Aplicarea analizei matematice la reprezentarea suprafețelor. 
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După cum s-a arătat, un punct oarecare din spațiu este reprezentat prin 
proieoţiile sale pe cele trei plane, ale căror linii de ordine sint perpendiculare 
pe axele OX şi OZ (OY). 


Fig. 37 Fig. 38 


Dacă se ia ìn considerare orientarea axelor, atunci coordonatele unui punct 
au următoarele semne indicate în alăturatul tablou : 


Triedrul E TRESTI LV Za aa a L V 
Abscisa HR + + 
Picate E E aren 
Depărtarea Pac. Pc isa osia EL 


după poziția pe care o ocupă în raport cu cele 8 triedre. În epură, punctele 
care au depărtarea negativă au proiecţiile lor orizontale situate deasupra 
liniei de pămînt (OX), iar punctele care au cota negativă au proiecţiile 
verticale sub linia de pămînt. Cînd abscisa e negativă, proiecţiile unui punct 
se găsesc la dreapta axei secundare (yz). 

Deoarece rotația planului W se face de la stînga spre dreapta, se păstrează 
acest sens în rotația punctelor m, pentru orice poziţie ar avea punctul în 
spaţiu. În epura din figura 38 se poate urmări cum se obţine proiecția m 
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po planul W a punctului M din spaţiu, iar în opurele din figura 39 sint expri- 
malo putul unui punot situat, po rind, în fiecare triedru. 

n practică se foloseşte cu precădere triedrul Î,, iar pentru rezolvarea proble- 
melor de geometrie este suficient reperul format din planele H și V perpendicu- 
lare între ele, aga cum a conceput Monge. 
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Punctele situate în planele de proiecție [Æ] și [V] au una din proiecții con- 
fundată cu punctul respectiv, iar a doua situată pe linia OX. Astfel, în epura 40, 
punctul (mn) cu h = m, reprezintă un punct situat în planul orizontal 
anterior, iar (hiv) cu m’ = m, şi cu proiecția m situată deasupra liniei de 
pămint reprezintă un punct situat 
în planul orizontal posterior. Celelalte 
două proiecţii cu m == m, reprezintă 
puncte situate în planul vertical 
superior şi inferior. i 

a) Plane ce bisectează unghiurile x mem 4 i moa 2 
diedre. Planele ce bisectează cele msm Mem 
4 diedre formate de planele reperului 
impart spațiul în 8 unghiuri diedre, 
care se numesc octante. Sint două 


| 
| 
plane bisectoare perpendiculare în- ò 
tre ele. Planele & 


= 222203 


igectoare sint im- 
părțite de linia de pămint OX în Fig, 40 


O 
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cite două semiplane, care se găsesc în cite două diedre opuse. Astfel 
care bisectează unghiul diedru format de [V,] şi (HZ, ui a a a 
menea și diedrul ITI format de [H,] și [V;] (tig. 41). 

Pentru a deosebi diedrul la care 
se referă planul respectiv se nu- 
mesc : bisectorul întîi, doi eto., şi 
se notează cu B,, Ba}, B, şi Ba. Se 
înțelege însă că B, și B, reprezintă 
un același plan; de asemenea B, 
şi Bu. 

Deoarece planul bisector este locul 
geometric al punctelor din spaţiu 
egal depărtate de planele diedrului 
bisectat, toate punctele situate în 
acest plan au cota egală cu depăr- 
tarea în valoare absolută. Semnele 
depind de diedrul în care se găsesc. 
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Astfel: punctele care se găsesc în B, și Bg au proiecţiile lor simetrice 
în raport cu OX; iar proiecţiile punctelor din Bg sînt aşezate invers celor 
din B, (fig. 42). 

Punctele situate în B, şi B, au proiecţiile lor confundate. Cele ce 
aparţin planului B, au ambele proiecţii situate deasupra liniei de pămint, 
iar cele din [B,], sub această linie. 


b) Citirea, epurei. Prin citirea unei epure se înţelege recunoaşterea poziţiei 
punctului din spaţiu în raport cu reperul, după proiecţiile sale. Să facem 
citirea epurei din figura 43. A ANA 

Proiecţia orizontală m a punctului M din spaţiu se află deasupra liniei 
de pămînt. Deci, depărtarea este negativă, iar proiecția aparţine planului H,. 
Proiecţia verticală m”, aflindu-se de asemenea asupra liniei OX, aparține 
planului V,. Cum planele H, şi V, constituie diedrul 17, rezultă că punctul M 
se găsește în acest diedru între [B,] și [H,], deoarece depărtarea este mai 
mare în valoare absolută decit cota. 

c) Punete date prin coordonate numerice. Numai cunoaşterea depărtării 


și a cotei unui punct nu e suficientă pentru a găsi poziţia sa din spațiu în 
raport cu reperul 0.XYZ. Într-adevăr, toate punctele ce se găseso pe aceeaşi 
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dreaptă D paralelă cu OX, care trece prin punct, au cotele și depărtările 
egale cu acelea ale punctului dat (fig. 44). 

Pentru a ridica această nedeterminare trebuie cunoscute distanţele 
punotului la planele de referinţă : [Z], [V] și [W]. Aceste trei distanțe sînt : 
absoisa (x), ordonata (y) şi cota (2), 
ou ajutorul cărora se poate figura 
în epură proiecţiile unui punct. 

Abscisele pozitive se iau la stinga 
originii O, invers decit se iau în 
geometria analitică, deoarece stu- 
diul care se face are ca scop prin- 
cipal practica desenului tehnic, care 
situează corpurile în acest fel. 

Să se figureze punctul M (2; 1,5; 
2) ale cărui coordonate sint expri- 
mate în centimetri. Pentru a con- 
strui opura lui, se procedează ast- 
fel : se iau la stinga originii O două 
diviziuni, care dau poziţia m,. În 
acest punct se ridică o perpendicu- 
lară pe OX, pe care se ia sub linia de pămint 1,5 cm, ce reprezintă 
dopărtarea, și 2 cm deasupra, care e cota (fig. 45) 


Fig, 44 


. 


d) Vizibilitate. Dacă se consideră planele H şi V opace, atunci pentru 
un observator așezat deasupra planului orizontal anterior, care privește 
spre planul vertical superior, punctele, dreptele etc. situate în celelalte diedre 
sint acoporite de planele diedrului. Se spune că un punct, o dreaptă etc. sint 
vizibile sau invizibile, după poziţia lor în raport cu acest observator ipotetic 
(fig. 46). Se convine ca în epură liniile invizibile să fie reprezentate punctat. 

Aplicaţii 


4. Bo dă punctul M(4;3;1); să se constru- 
iască simoetricul lui în raport cu planul H. 

2, Să so construiască simotricul punctului 
M (2; — 3; 1) în raport cu planul vertical, 
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3. Cum sint aşezate în spaţiu două puncte P și Q pentru care avem p=q şi p'=q? 
R = simetrice în raport cu linia de pămînt). 
4. Să se găsească proiecția pe planul W a punctului A (2; 3; 2) şi să se spună care 
e distanţa lui la linia de pămînt. 


5, Să se găsească locul proiecţiilor pe planul W al tuturor punctelor situate în bisec- 
torul întti. 


6, Să se afle simotricul unui punct dat, faţă de bisectorul al doilea. 


2. Dreapta 


a) Reprezentare. Dacă un punct A descrie o dreaptă D, proiecţiile lui a 
şi a' descriu pe planele H şi V dreptele d și d. 

Într-adevăr, totalitatea proiectantelor punctelor dreptei D se găsesc în 
același plan, numit plan proiectant perpendicular pe planul de proiecţie 
(fig. 47). Intersecţia dintre planul proiectant al dreptei şi planul de proiecţie 
este o dreaptă ce reprezintă proiecția dreptei date. Deoarece proiecția dreptei 
se face pe două plane diferite H și V, vor fi două plane proiectante ce 
trec prin dreapta dată. Dacă se cunosc cele două proiecţii d şi d”, dreapta D 
din spaţiu este determinată ca rezultat al intersecţiei dintre planele ce trec 
prin d şi d! şi sint perpendiculare pe [H] şi [V]. Un punct A (a, a’) ce apar- 
ţine unei drepte are proiecţiile sale pe proiecţiile de acelaşi nume ale dreptei! 
(fig. 47). 

Dacă se cunosc proiecţiile a două puncte A şi B, se obţin proiecţiile 
dreptei AB unind proiecţiile de același nume ale punctelor date. 

b) Urmele dreptei. Se numește urmă a unei drepte pe un plan punctul 
său de intersecţie cu planul respectiv (fig. 48, a). Ele poartă denumirea pla- 
nului de proiecţie pe care sînt situate. Astfel, urma orizontală este punctul k 
de intersecţie al dreptei cu planul H, iar urmele : verticală şi laterală, sint 
punctele v' şiw'' de intersecţie cu [V] şi [W]. 

c) Determinarea urmelor. Fie dreapta AB (ab, a'b’, a'b”) figura 48, b. 
Deoarece urmele sînt puncte cuprinse în planele de proiecţie, au cite o 
coordonată nulă. Deci pentru a determina urma orizontală (punct de cotă 
zero), se prelungește proiecția verticală pînă ce intersectează OX, punct ce 


d! 
a. a 
I 
pc E e e e e CE 
a! 
CAA, 
Q 


Fig, 47 


1 Numim proiecţii de acolași nume proiecţiile făcute pe un același plan, 


METODA DUBLEI PROIECȚII ORTOGONALE 43 
A see seci atei te IRI pe CASA AF A A EE E RE E E I aa Ema A PIREU e RE ete 


se notează cu h' din care se duce linia de ordine ce intersectează ab în h, 
care este proiecția orizontală a punctului căutat. Proiecţia acestui punct 
pe [W] este A” situat pe axul principal. 

Urma verticală se obţine pre- 
lungind proiecția orizontală a 
dreptei care intersectează OX 
în v. Acest punct este proiecția 
orizontală a punctului căutat. 
Proiecţia verticală v’ este dată 
de intersecţia liniei de ordine 
dusă din v, cu a'b’. Urma drep- 
tei pe planul [W] se obţine pre- 
lungind a'b' care intersectează 
OZ în w’. Linia de ordine din w' 
perpendiculară pe OZ intersec- 
tează h'a” în w”. Punctul (w, 
w', w”) cu abscisa zero (w = 0) 
este urma laterală a dreptei AB. 


d) Pozițiile particulare ale unei 
drepte față de planele reperului. 
O dreaptă poate avea în spaţiu 
următoarele poziţii particulare 
faţă de planele reperului : 

— dreaptă paralelă cu planul 
orizontal, care se numeşte dreapiă 
orizontală sau de nivel; 

— dreaptă paralelă cu planul 
vertical, ce se numeşte dreaplă 
de front; 

— dreaptă paralelă cu amin- 
două planele de proiecţie, numită 
fronto-orizontală; apoi : 

— dreaptă perpendiculară pe 
planul orizontal, care se numeşte 
dreaptă verticală; 

— dreaptă perpendiculară pe 
planul vertical, ce se numeşte Fig. 48, b 
dreaptă de capăt; \ 

— dreaptă de profil, care este paralelă cu planul W. Planele ei proiectante 
față de [H] şi [V] sint confundate într-un plan perpendicular pe ambele 
plane de proiecție. 

1) Dreapta de nivel, fiind paralelă cu [H], toate punctele sale au aceeaşi 
cotă. Deci, proiecția sa verticală e paralelă cu OX, iar proiecția orizontală 
are o poziţie ce depinde de poziţia dreptei din spaţiu (fig. 49). Urma sa ver- 
ticală este la distanţă finită, iar cea orizontală, la infinit. 

Cum unghiul format de dreapta D cu planul V, care este unghiul dintre D 
cu proiecția ei pe [V], are amindouă laturile paralele cu [27], urmează că: 


E 
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unghiul format de proiecția orizontală a unei orizontale cu linia de pămint 
exprimă unghiul pe care dreapta din spațiu îl face cu planul vertical. Dacă 
un segment de dreaptă MN ocupă în spațiu această poziţie, proiecția sa ori- 
zontală mn este egală cu segmentul MN din spaţiu. 


t 
PRN. 
( 
se a Sas 
h d 
Fig. 49 Fig. 50 


2) Dreapia de front este paralelă cu planul vertical, și toate punctele sale 
au aceeaşi depărtare. Deci, proiecția orizontală d este paralelă cu OX, iar 
cea verticală d! depinde de poziţia dreptei D (fig. 50). 

Deoarece dreapta este paralelă cu planul vertical, urma ei verticală e 
aruncată la infinit, iar urma orizontală (4%) este la distanţă finită. Unghiul 
dintre proiecția verticală a dreptei şi linia de pămînt exprimă în adevărată 

mărime unghiul dintre dreaptă 


a. 5 Să şi planul orizontal. Dacă un 
că i segment MN este de front, 
i Spice 0. atunci MN = m'w. 


3) Dreapta fronto-orizontală, 
i ! fiind paralelă cu ambele plane 
A de proiecţie, este paralelă cu 
intersecția OX a celor două 
plane H şi V (fig. 51). 
Deoarece toate punctele 
dreptei au aceeași cotă şi ace- 
eaşi depărtare, atît proiecția 
orizontală d cît și cea verti- 
cală d! sint paralele cu OX. 
Cele două urme ale dreptei sint 
aruncate la infinit. Un seg- 
- ment AB aşezat pe o fronto- 
orizontală satisface egalitatea : 


AB = œ =av. 
4) Drepte perpendiculare pe 
planele de proiecție: verticale şi 
drepte de capăt (fig. 52, a, b). 
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Aceste drepte pot fi considerate ca frontale sau orizontale al căror unghi, 
cu planul de proiecţie ce-l intilnesc, este drept. piine 

Verticala D are proiecția verticală d! perpendiculară pe OX. Proiecţia 
orizontală d se reduce la un punct confundat cu urma À. 

Dreapta de capăt A are 
proiecția orizontală 3 per- 
pendiculară pe OX, iar pro- 
iecţia verticală este redusă 
la punctul 3' =v’, ce coin- 
cide cu urma sa verticală. 

5) Dreapta de profil. Pla- 
nul P perpendicular pe am- 
bele plane de proiecţie se 
numeşte plan de profil. O 
dreaptă conținută în acest, 
plan se numește dreaptă Fig. 53 
de profil (fig. 53, a). 

Proiecţiile dreptei de profil pe planele de proiecţie sînt dreptele de inter= 
secţie dintre planul de profil şi aceste plane. Prin urmare, în epură (fig. 53, b) 
proiecţiile sînt situate pe aceeași perpendiculară pe OX. Cum dreptele de 
intersecţie dintre planul de profil [P] şi planele de proiecţie reprezintă locul 
proiecţiilor tuturor figurilor situate în plan, dreapta de profil nu este deter- 
minată numai prin proiecţiile sale. De aceea, pentru a avea proiecția unei 
anume drepte de profil trebuie să cunoaştem proiecţiile a două puncte ce-i 
aparţin. 

6) Punct situat pe dreapta de profil (fig. 54). Dacă un punct este situat 
pē o dreaptă oarecare dată prin proiecţiile ei și se cunoaşte una din proiec- 
tiile punctului, se obţine proiecția sa de nume contrar, ca intersecție dintre 
linia de ordine corespunzătoare și proiecția respectivă a dreptei. 

Pentru cazul unei drepte de profil dată prin 
proiecţiile ei pe planele H şi V, această con- 
strucţie nu se poate aplica. Fie AB (ab, a'b’) o 
dreaptă de profil, şi c’, situat pe a'b’, proiecția 
verticală a unui punct C e AB. Linia de ordine 
care trece prin c’ întilneşte proiecția orizontală 
a dreptei într-o infinitate de puncte, deoarece 
cele două linii se suprapun; deci proiecția ori- 
zontală a punctului este nedeterminată. 

Pentru a înlătura această nedeterminare se 
foloseşte invarianţa, pentru proiecția paralelă, a 
raportului simplu a trei puncte coliniare. 

Între cele două proiecţii ale celor trei puncte 
considerate trebuie să existe relaţia : 

i da ca 
—=—. 
dy cb Fig. 54 
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De aici rezultă următoarea construcţie : din punctele a, b, a' și b’ se duo 
paralele cu o direcție oarecare. Dacă c’ este proiecția dată, se duce prin c 
o secantă ce intersectează paralelele duse prin d și b’ în a4 și bf. Se construiesc 
proiecţiile orizontale ale acestor puncte care sint a, și b,. Unind a; cu b,, se 
obţine, prin intersecția cu ab, proiecția orizontală c a punctului dat, care 

împreună cu punctele 
date verifică relaţia de 

; ; mai înainte, 
rar g g 7) Drepte cuprinse 
în planele de proiecție 
(fig. 55, a,b). Dreptele 
cuprinse în planele de 
au 0) proiecţie au proiecţiile 
Fig. 55 lor de nume contrar 
A pe linia de pămint. 

Dreapta A (58'), care e conținută în [V], are urma orizontală pe OX, iar 
cea verticală e nedeterminată, deoarece există o infinitate de puncte ce 
aparţin dreptei date și planului vertical. Proiecţia orizontală 5 se confundă 

WOX (fig. 55, a). 
€ Dreapta D (dd'), situată în planul orizontal, are urma verticală pe OX, 
cu cele două proiecții v şi v’ confundate. Urma sa orizontală este nedeter- 
minată (fig. 55, b). 

Un caz ce cuprinde pe amindouă este acela al dreptei situate pe OX. Această 
dreaptă aparține deodată celor două plane de proiecţie. Proiecţiile ei sînt 
amîndouă situate pe linia OX şi coincid cu dreapta din spaţiu. Amîndouă 
urmele sînt nedeterminate. 

8) Dreapta concurentă cu linia de pămînt are ambele urme confundate, 
situate pe OX, iar poziţiile proiecţiilor depind de situaţia dreptei în spaţiu. 

9) Drepte situate în planele bisectoăre. 
Dreapta D (d, d’), situată în bisectorul 
întii (fig. 56), are proiecţiile ei d şi d 
simetrice în raport cu OX. Orice punct 
M (m, m!) ce aparţine acestei drepte 
satisface egalitatea m'm, = mm. Ur- 
mele dreptei (k, k’) şi (v, v’) sînt con- 
fundate şi aparțin liniei de pămînt 0X. 

Dacă dreapta D (d, d!) este situată 
în bisectorul al doilea sau al patrulea, 
are proiecţiile confundate şi situate 
amîndouă deasupra sau sub linia OX, 

1 după cum dreapta e conținută în [B] 
ded sau [B,]. 


4 4 e) Intersecțiile unei drepte cu planele 
hy bisectoare. Fie d şi d' proiecţiile unei 
Fig, 57 drepte. Punctul M în care această 
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dreaptă intersectează [B,] este punctul ale cărui proiecţii sint simetrice 
în raport cu OX şi se găsesc pe proiecţiile omonime ale dreptei (fig. 58). 

Deci proiecția orizontală m este intersecţia dintre simetrica dreptei d’ 
în raport cu OX cu proiecția orizontală d a dreptei. Astfel este satisfăcută 
egalitatea m'm, = m,m. i | 

Punctul N de intersecţie dintre dreapta D cu bisectorul doi sau patru 
are proiecţiile sale confundate (ñ = 7). Ţinind seama că acest punct aparține 
dreptei și că proiecţiile lui trebuie 
să se găsească pe proiecţiile de a- 
celași nume ale dreptei, rezultă că 
se va găsi la intersecţia celor două 
proiecţii în epură este punctul : 
N (nn) e [B]. 


f) Împărţirea unei drepte în re- 
giuni. În general, o dreaptă stră- 
bate mai multe diedre. Dacă dreapta 
e paralelă cu unul din planele de 

Fig. 58 proiecţie, trece prin două diedre, 

iar dacă e paralelă cu ambele plane, 

este cuprinsă într-un singur diedru. Delimitarea porțiunilor de dreaptă ce 

sînt cuprinse în fiecare diedru pe care îl străbate constituie împărţirea 
dreptei în regiuni. 

Astfel, fie dreapta D din spaţiu care străbate diedrele 7, IV şi JII, aşa cum 
se arată în schiţă (fig. 59, a). Pentru a găsi în epură porțiunile din dreaptă 
ce aparţin fiecărui diedru pe care îl străbate, se construiesc urmele ei (h, k’) 
şi (v, v’) și se prelungesc proiecţiile dincolo de aceste urme. Fie (mm') un 


No... .....- 
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punct al dreptei situat între urme. Se observă că depărtarea sa e pozitivă 
iar cota negativă. Cum semnele coordonatelor descriptive ale tuturor punc- 
telor cuprinse în această regiune sint aceleași, porţiunea de dreaptă dintre 
urme este cuprinsă în diedrul patru (fig. 59, b). Punctul (pp'), situat la dreapta 
urmei orizontale, are cota și depărtarea pozitive; deci porţiunea de dreaptă 
ce se întinde la dreapta urmei orizontale este cuprinsă în diedrul intii. 

Proiecţiile punctului (gq') indică diedrul pe care-l străbate cea din urmă 
porţiune a dreptei, care e diedrul trei. 


g) Poziţiile relative a două drepte. Două drepte pot fi între ele : paralele, 
concurente, disjuncte (cuprinse în plane diferite) sau confundate. 


1) Teoremă. Proiecţiile de acelaşi nume a două drepte paralele sint 
paralele. 


Fie dreptele D și D, paralele în spaţiu și O planul pe care se proiectează. 
Condiţia cerută de teoremă este necesară. Într-adevăr, fie a și b proiecţiile 
punctelor A și B situate pe dreptele D şi D,, pe planul Q (fig. 60, a,b). 
Planele P și P, determinate de 
dreptele D şi D, şi de proiectan- 
tele Aa şi Bb sint planele proiec- 
tante ale dreptelor D şi D, față 
de [Q], care sînt paralele între ele. 
Cum proiecţiile dreptelor date 
sînt dreptele de intersecție dintre 
planele lor proiectante și [Q], re- 
zultă că proiecţiile d şi di, ale 
dreptelor paralele D şi Dı, sînt 
paralele. Proiectind drepiele D și 
D, pe planele H, V şi W, protec- 
tiile lor pe un același plan sint 
paralele. 

Această condiţie e suficientă, 
deoarece planele proiectante ale 
celor două drepte sint două cîte 
două paralele şi formează prin 
intersectarea lor o suprafaţă pris- 
matică, unde dreptele date sint 
două muchii paralele între ele. 

Observare : Se atrage atenția că 
paralelismul dintre proiecţiile a 
„două drepte numai pe {unul din 
cele trei plane nu este suficient, 
după cum arată și teorema. Este 
cazul dreptelor paralele cu unul 
din planele de proiecţie (drepte 
de profil?orizontale sau frontale), 
care au proiecţiile pe două din 
planele H, V şi W paralele, iar 
Fig, 60 pe al treilea concurente. 
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2) Teoromă. Două drepte oarecare sint concurente dacă proiecţiile lor 
de acelaşi nume sînt concurente, iar punctele lor de concurență se găsesc pe 
aceeaşi linie de ordine. 


Fie dreptele D (d, d”) și D, (dı, d) două drepte concurente. Condiţia expri- 
mată mai înainte este necesară. Într-adevăr, dacă dreptele D şi Dı sînt 
concurente, proiecția ori- 
zontală i a punctului lor de 
intersecție Z se va găsi atit 
pe proiecția orizontală d cît 
şi pe d, deci i este inter- 
secția lor. De asemenea, 
proiecția verticală i, ca și 
proiecția laterală i”, este 
intersecţia dintre d! şi di, 
respectiv d” şi di. Prin ur- 
mare, punctele de intersec- 
ţie ale proiecţiilor de acelaşi 
nume ale dreptelor D și D, 
sint proiecţiile unui aceluiași 
punct I, și proiecţiile lor 
sînt pe aceeași linie de or- 
dine (fig. 61). 

Condiţia este suficientă, 
căci dacă proiecţiile i şi i”, 
, ce sînt punctele de inter- 

Fig. 61 secție dintre proiecţiile de 

același nume, se găsesc pe 

aceeaşi linie de ordine, ele reprezintă același punct din spațiu, care aparține 
celor două drepte. Deci J este punctul lor de intersecție. 

3) Drepte cuprinse în plane diferite (drepte disjuncte). Fie dreptele A și 
An ale căror proiecții 3, 8, şi ò', 8! sînt concurente, dar punctele de inter- 
secție i şi j’ dintre proiecţiile lor orizontale și verticale nu se găsesc pe aceeaşi 
linie de ordine. Aceste drepte nu se găsesc în acelaşi plan (fig. 62). 

Într-adevăr, proiecției i! îi corespund proiecţiile i, şi i situate pe 3, şi 3; 
iar proiecției j îi corespund proiecţiile 


Î și ji pe 8 şi èf. Deci i” reprezintă 5, 
proiecția verticală a punctelor 7 și Z, Sp je 
situate pe cele două drepte, iar dreapta jr 


II, este perpendiculară pe [V]. De ase- X ———< a ta 
menea, J reprezintă proiecţiile orizontale 


confundate a două puncte J și J, situate $ y 3 
pe A şi A, iar dreapta JJ, este perpen- 
diculară pe [H], (fig. 62). Fig, 62 
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Observare. Fie D(dd') şi D, (d,d',) două drepte ale căror proiecţii nu se întilnesc în ca- 
drul opurei (fig. 63). Pentru ca aceste drepte să fie coplanare trebuie ca, intersectînd una 
din proiecţiile lor, de exemplu, cea orizontală, prin două drepte concurente, ab și ef, să 
se obţină în proiecția verticală două drepte, a'b’ şi e'f’, al căror punct de concurenţă i” să 
se găsească pe aceeași linie de ordine cu punctul 
de concurenţă i al proiecţiilor ab şi ef. 


Ezereiţii 


1. Se dă dreapta AB cu A (4; — 1,5;— 2) şi 
BU; 2; 0). Să se împartă în regiuni şi să se gă- 
sească punctele în care intersectează planele bi- 
sectoare. 


2. Se dă punctul A(3; — 7; 3). Prin acest 
punct să se construiască o dreaptă paralelă cu 
bisectorul întîi şi să se împartă în regiuni figurin- 
du-se punctul unde intersectează al doilea bisector. 

È. Se va construi mai întîi o dreaptă conținută 
în [B,] ale cărei proiecţii sînt simetrice în raport 
cu OX şi apoi se va duce prin punctul dat o pa- 
ralelă la aceasta. 


3. Se dă dreapta AB cu A(4; 2; 1) şi B(; 1;3). 
Să se construiască simetrica ei în raport cu planul 
orizontal. Dreapta astfel construită să se împartă 
în regiuni și să se figureze punctele unde inter- 
sectează planele bisectoare. 


Fig. 63 


4. Să so figureze pe o frontală oarecare un punct, a cărui cotă este de 2 cm. 


5. Se dă frontala AB cu A(5; 2; 3) şi B(2; 2; 5). Prin punctul C (3; 1; 15) se 
duce o paralelă la AB. 


Să se construiască o dreaptă care intersectează cele două paralele şi să i se con- 
struiască urma ei pe planul W. 


6. Se dau două drepte disjuncte, prin proiecţiile lor. Să se construiască dreapta ce 
trece prin urma orizontală a uneia din ele și prin punctul în care cealaltă dreaptă inter- 
sectează bisectorul întîi. 


7. Să se construiască, printr-un punct dat prin proiecţiile lui, o perpendiculară pe o 
orizontală. 

8. Să se construiască pe o dreaptă de profil, dată prin proiecţiile a două puncte, 
o perpendiculară dusă dintr-un punct exterior ei. 

9. Să se recunoască dacă două drepte situate în același plan de profil sînt paralele. 

R. Se va utiliza planul W. 


10. Să se arate că o dreaptă perpendiculară pe primul bisector are urmele sale pe 
planele H şi V simetrice în raport cu OX. 


41. Se dă o dreaptă concurentă cu linia de pămînt. Printr-un punct P (p, p’) exterior 
ei să se construiască o orizontală concurentă cu dreapta dată. Să i se găsească urma verti- 
cală şi punctele unde intersectează cele două plane bisectoare (B+ şi Ba). 


12. Se dau două drepte D (dd') şi D, (dd), care au d=d'; şi d=d.. Să se construias- 
că o orizontală care să le intersecteze (să se sprijine) pe amindouă. Ce particularitate 
prezintă această orizontală? 


> 


R. Este o dreaptă de capăt. 
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8. Planul 
A. Reprezentarea planului 


a) Un plan, fiind determinat de două drepte concurente, de două drepte 
paralele sau de o dreaptă și un punct, se va reprezenta în epură cu ajutorul 
proiecţiilor acestor elemente. 


Astfel fie dreptele D(dd”) şi D,(d,d]) concurente în (îi), care determină 
un plan P (fig. 64). Se spune că planul este determinat în epură dacă, dindu-se 
una din proiecţiile unui punct sau ale 
unei drepte ge aparține planului, se poate 
construi cea de-a doua proiecţie. 

Fie də proiecția orizontală a unei drepte 
conținută în planul dat care intersectează 
în a și a, proiecţiile d şi dı. Acestea sînt 
proiecţiile orizontale ale punctelor de con- 
curență dintre D, şi dreptele date. Deci, 
proiecția verticală d% este determinată 
de a' şi a4, obţinute prin liniile de ordine 
duse din proiecţiile orizontale a şi a.. 

b) Urmele planului. Se numesc urmele 
unui plan, dreptele în general distincte, Fig, 64 
după care planul intersectează planele de 
proiecţie. Aceste urme se notează cu P și P’. Ele concurează în același 
punct P., situat pe linia de pămînt, care este punctul de intersecţie dintre 
[P] cu axa OX (fig. 65). Din acest mod de reprezentare în epură a planului, 
rezultă că două drepte concurente cu OX în același punct se pot considera 
întotdeauna ca urmele unui plan. Adică : ezistă în general o corespondenţă 
univocă între planele P ale spaţiului şi perechile de drepte concurente în acelaşi 
punct pe OX. 


Fig. 65 
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c) Urmele unui plan pe cele trei plane de proiecţie. Dacă, impreună cu pla- 
nele principale de proiecţie H și V, se consideră și planul lateral W, atunci 
un plan oarecare secționează acest plan după o dreaptă P”, care e urma 
corespunzătoare (fig. 66 a, b). Triunghiul format; de cele trei urme are virfu- 


Fig. 66 


rile sale P,, P, şi P, situate pe axele OX, OY şi OZ. Pentru a se obține epura, 
se observă că un punct al urmei P” este P,, situat pe OZ, intersecţia dintre 
P’ şi axa secundară. Punctul P,, care este intersecţia dintre urma orizon- 
tală a planului cu OY, are ca proiecţie laterală P,; deci: P” = PIPE. 


d) Dreaptă și punct ce aparţin unui plan. Dacă o dreaptă aparţine unui 
plan, aparţin planului și punctele în care dreapta intersectează planele de 
proiecţie. Aceste puncte, fiind comune planului dat și planelor de proiecţie, 
se găsesc pe urmele planului (fig. 67 a,b). ` 
Deci: pentru ca o dreaptă să fie conținută într-un plan, trebuie ca urmele 
sale să se găsească pe urmele de acelaşi nume ale planului. 

Un punct oarecare M se găseşte într-un plan dacă se află pe o dreaptă 
a planului. În epură se exprimă că un punct aparţine unui plan dacă 


Fig. 67 
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wolaopiila ul na pinana pa prolooțiile do tvolayi numo ale unai dropte con- 
finuta in plan, 

Ohaareara, Unmola unul plan oonaillulo locul gooinolrie al urmolor tuturor droptolor 
finuta în plan, 
0) Dolormnlnnton uemielor unul plan dat prin prolocțiile a două drepte 


vonouronte (fig. 06), Tie droptele concurente Ø (dw) pi Di (du, d), curo deter- 
minä un y an ala oivul 


utma trobuleno oonabmilto, 

Din velo arătate, ups 
mela planului aint. dobar- 
minate de urmele draps 
talor date, 

Daol na oonabrulono upa 
mela (A, A’) pi (o, o’) alo 
dreptei D(a, d) pl (h 04) 
Al (Pu 04) alo droptol Dy 

Urma orinontală P a 
anului ao obține unind 

du Ap lar ooa vorbloalk 
p' unind #' ou of, Ca Vos 
rifioara, colo două urmo 

> a Æ wobulo ai 
oonouroxe fn  aoolapi 
punot Pa, ulbuat po OX, Tig. 08 


D, Poniţiilo partloularo alo unul plan 
tafà do planoto do proloojlo 


So apune că un plan ocupă o poziţio particulară faţă, de panele de proiecţie 
dacii osto paralel au porpondicular po unul din aceste plane, 

a) Plano paralele cu unul din planole de proieojle 1) Planul de nivel 
osto paralel ou planul orizontal; urma sa orizontală este aruncată la infinit 
ig 69, a, b). 

00 


arooo toato pantag acestui plan au aceeași cotă, urma sa verticală V’ 
osto paralolă ou OX. 


Yig, 00, a j Fig. 69, b 
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O figură ABC cuprinsă în acest plan (fig. 69,5) are proiecția verticală 
total deiormată și confundată cu urma verticală WV’ a planului, iar proiecția 
orizontală abc egală cu figura considerată. j 
2) Planul de front este paralel cu planul vertical. Acest plan are urma 
verticală aruncată la infinit (fig. 70 a, b). În epură se poate exprima numai 


g) 4) 
Fig. 70 


urma sa orizontală F. Deoarece toate punctele acestui plan au aceeași depăr- 
tare, urma orizontală F este paralelă cu OX. 

Orice figură ABC conținută într-un plan de front se proiectează pe planul 
orizontal după urma planului, iar proiecția verticală abc este egală cu figura 
proiectată. 

3) Planul de profil este paralel, cu planul W. Urmele sale sînt per- 
pendiculare în acelaşi punct pe linia OX (fig. 71). 

O figură conținută în acest plan se proiectează pe ambele plane de proiec- 
ție H şi V, pe urmele PP” ale planului. De aceea, pentru a studia figurile 
conţinute într-un plan de profil, se recurge la proiecția lor pe planul lateral. 
Proiecţia a'b”c” pe [W] a unei figuri ABC cu- 
prinsă într-un plan de profil este egală cu figura 
dată (AABC = Aa'b'c”). 

b) Plane perpendiculare pe unul din planele de 
proiecție: 1) Planul proiectant faţă de planul 
orizontal, fiind perpendicular pe planul orizontal, 
dreapta sa de intersecţie cu planul vertical este 
perpendiculară pe [H]; deci urma verticală P" a 
acestui plan — care e dreapta de intersecţie din- 
tre cele două plane — este perpendiculară pe linia 
de pămînt. Urma orizontală are o poziţie care 
depinde de poziţia planului în spaţiu. 

În epură, unghiul « dintre urma orizontală P 
şi OX exprimă măsura unghiului diedru din- 
Fig, 71 tre plânul dat şi planul vertical (fig. 72). 
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Un punct M (m, m’) conţinut în acost plan aro proiecția m pe planul ori- 
zontal situată po urma orizontală a planului, 

2) Planul proiectant față de planul vertical sau planul. de capăt este per- 
pendicular pe [V] (fig. 73). Urma orizontală e perpendiculară pe linia de 
pămînt, iar cea verticală ocupă o poziţie caro depinde de poziţia planului 


p 
i! 
A M; 0 
[] 
mMm 
j L 
Fig, 72 Fig, 73 


în spațiu. Unghiul B, formát de urma verticală a planului cu linia de pămint, 
exprimă măsura unghiului diedru format de planul dat cu planul orizontal. 

Un punct M(m, m’) conţinut în plan se proiectează pe planul vertical 
pe urma sa verticală (m e P’). 

-3) Planul paralel cu linia de pămint are punctul de concurență dintre 
urme și linia OX aruncat la co. Deci ambele urme sint paralele cu OX. 
(74,a,b). 

Acest plan este perpendicular pe [W], iar urma P” este determinată de 
punctele P, şi P,. Unghiurile « și f formate de urma P” pe planul W cu 
axele OY şi OZ sint unghiurile plane corespunzătoare unghiurilor diedre 
dintre planul dat şi planele de proiecţie M -ṣi V. 


Flg, 74 
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4) Planul care trece prin linia de pămint are amindouă urmele confundate 
cu OX (fig. 75). El este perpendicular pe [W]. 

Cum prin linia OX troo o infinitate de plane, pentru a-l defini se ia încă 
un punot (mn!) sau o dreaptă a sa. Unghiurile « și B pe care urma P” le 


Fig. 75 Fig. 76 


face cu axele sînt unghiurile plane corespunzătoare unghiurilor diedre pe 
care planul dat le face cu [H] și [V]. Pentru a obţine urma P”, se construiește 
proiecția m” a punctului M şi se uneşte O cu m”, deoarece planul este proiec- 
tant faţă de [W]. : 

Orice dreaptă conținută în acest plan are urmele confundate și situate 
pe linia de pămînt (fig. 76). De aici rezultă că un triunghi (abc, ab'c'), dat 
prin proiecţiile lui, este conţinut într-un plan care trece prin OX, dacă 
proiecţiile unei aceleiaşi laturi (ac, a'c’) sînt concurente pe 0X. 


Observare : Planele paralele cu unul din planele de proiecţie sînt perpendiculare pe 
celelalte două. > 


C. Drepte remarcabile ale unui plan 


a) Orizontalele unui plan sint dreptele conţinute în plan, paralele cu pla- 
nul orizontal (fig. 77). 

Deoarece toate punctele (mm) ale unei orizontale au aceeaşi cotă, proiecția 
verticală d! este paralelă cu OX; urma orizontală a dreptei fiind aruncată 
la œ, proiecția sa orizontală este paralelă cu urma orizontală a planului. 

Se observă că urma orizontală a unui plan este orizontala sa, ale cărei 
puncte au cota nulă. 


b) Frontala este dreapta conținută în plan, paralelă cu planul vertical 
(fig. 78). Proiecţia sa orizontală este paralelă cu linia de pămînt pentru că 
toate punctele ei au aceeași depărtare, iar cea verticală este paralelă cu 
urma verticală a planului. Urma verticală a unui plan este frontala sa, ale 
cărei puncte au depărtarea nulă. 


Observare, Orizontalele unui plan de profil și ale planelor proiectante faţă de planul 
vertical sint drepte de capăt, 
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Frontalele unui plan de profil și ale planelor proiectante față de planul 
orizontal sînt drepte verticale. 

Într-un plan care trece prin linia de pămint sau este paralel cu aceasta, 
nu se pot construi drepte paralele numai cu unul din planele de proiecţie 


Fig. 77 Fig. 78 


(frontale şi orizontale). În aceste plane se pot construi numai fronto-orizontale, 
ceea ce într-un plan oarecare nu este posibil. 

c) Linie de cea mai mare pantă. Fie planele concurente P şi H care se 
întretaie după dreapta AB (fig. 79). 

Din punctul M cuprins în planul P se duce o perpendiculară pe AB. 
Dreapta MW e perpendiculară pe toate dreptele cuprinse în plan, paralele 
cu [H]. 

Unghiul « dintre MN şi proiecția ei ortogonală Nm pe planul H este 
unghiul plan corespunzător unghiului diedru format de [P] cu [H]. Dintre 


toate dreptele planului [P] care trec prin M, dreapta MN face unghiul cel 
mai mare cu planul H. 


Într-adevăr, fie o dreaptă oarecare MR în planul P care trece prin M. 
Aceasta întilneşte dreapta AB în R. 

Deoarece mN |. AB, iar mR este oblică față de aceasta, rezultă că 
mN < mR. 

Triunghiurile MmR şi MmN sint dreptunghice, deoarece Mm LE). 


Dacă se notează: X mNM = a şi XmRM = se poate serie: 


Mm 
mR 

Cele două fracții ce exprimă va- 
oarea tg «şi tg 6 au același numă- 
rător; cea mai mare fiind aceea 
care are numitorul mai mic, rezultă : 
tg a > tg p. 

Cum cea mai scurtă distanță 
dintre proiecția m la dreapta AB 
este miN, rezultă că dintre toate 
unghiurile ce le poate face cu pla- 
nul H o dreaptă conținută în pla- 
nul P care trece prin M, cel mai 


Mm: 
3 ES (i = 
sea mN PAG 
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z A 
mare este «, care corespundo dreptei MN. Dreapta MN se numeşte dreaptă 
de cea mai mare pani a planului dat, față de planul //. Ea defineşte 
direcţia traiectoriilor ortogonale ale dreptelor conținute în planul dat, para- 
lele cu planul 77. În virtutea teoremei celor trei perpendiculare, proiecția 
sa mN este perpendiculară pe AB, 

În planul P referit la planele de proiecţie 
II şi V, traiectoriile ortogonale ale orizonta- 
lelor planului sint drepte de cea mai mare pantă 
față de planul M, iar traiectoriile ortogonale 
--— ale trontalelor sale sint drepte de cea mai 

mare pantă față de [V]. Din cele de mai ina- 
inte rezultă că proiecția orizontală a dreptei 
de cea mai mare pantă a unui plan faţă de 
planul orizontal e perpendiculară pe urma ori- 
zontal a planului, iar proiecția verticală a 
Fig. 80 dreptei de cea mai mare pantă faţă de planul 
vertical, e perpendiculară pe urma sa verticală. 

Teoremă. Dreapta de cea mai: mare pantă a unui plan determină com- 
plet planul. 

Fie D(d, d') dreapta de cea mai mare pantă față de planul orizontal al 
planului ce trebuie determinat (fig. 80). 

Construim urmele (ho, k'o’) ale dreptei. 

Perpendiculara în k pehe este urma orizontală P a planului. Din punctul P, 
de concurenţă cu OX se duce dreapta P.v”, care e urma sa verticală. 
Planul este astfel determinat. 


D. Poziţia relativă a două plane 


Două plane pot fi: paralele, concurente sau confundate. Planele concu- 
rente pot fi perpendiculare sau se pot întilni sub un unghi oarecare. 


a) Plane paralele. Teoremă. Urmele pe un același plan de proiecție 
a două plane paralele P şi Q sînt paralele între ele. 

Această teoremă este aplicarea teoremei cunoscute că : două plane paralele 
tăiate de un al treilea au dreptele lor de intersecţie paralele. Deci, două plane 
paralele au în epură urmele lor pe cele trei plane de proiecţie paralele şi 
reciproc: dacă urmele a două plane P şi Q 
pe cele trei plane de proiecție sînt paralele, 
planele daie sint paralele. 


Observare. Fie planele [PP'] şi [QQ'] paralele cu 
linia de pămînt şi paralele între ele. Ele au : P |Q; 
P’ |Q’ şi 2*|1Q* (fig. 81). Din triunghiurile drept- 


unghice P,0Py şi Q.0Qy rezultă relaţia : 


OPJ OR: 
09; OQ: 
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i ; melor la linia OX. Deci: două 
însă : OP», 0Q;, OP, şi OQ, sint distanţele urmelor planelor inia OX, 
plane paralele v OX și Paralele între ele au raportul distanțelor urmelor verticale la OX egal 
cu raportul distanțelor urmelor. orizontale. 3 
Din cole arăta mai înainte rezultă că: planele paralele cu planele bisectoare sint 


alele © É ale i ul întii aro urmele confundate şi paralele cu 
paralelo cu OX. Planul paralel cu bisectorul Or at panu paali] n Diato 


rul al doilea are urmele paralele și 
simetrice în raport cu OX. 

Se poate arăta că dacă distan- 
țele urmelor verticale sint invers 
proporţionale cu distanţele urmelor 
orizontale la OX, atunci cele două 
plane cu urmele paralele cu OX 
sint antiparalele în raport cu pla- 
nele de proiecţie. 


Fig.” 82, b 


b) Plane concurente. Intersecţia a două plane este dreapta lor comună. 
Proiecţiile ei se pot construi direct, iar în cazuri particulare, cu ajutorul 
unor plane auxiliare. 

Fie planele [P2'] şi [0Q'] date prin urmele lor (fig. 82, a, b). Dreapta de 
intersecție fiind comună planelor date, urmele ei sînt punctele comune ale 
urmelor de acelaşi nume ale celor două plane. În epură, intersecția urmelor 
verticale P’ şi Q’ este proiecția verticală a urmei verticale a dreptei de inter- 
secţie, iar intersecţia urmelor lor orizontale este proiecția orizontală a urmei 
pe planul H. Unind v cu A și v! cu k’ se obţin proiecţiile dreptei căutate. 

Metoda este aceeaşi, oricare ar fi poziţia urmelor celor două plane concurente. 

Fie planele concurente [PP'] şi [00'] ale căror urme sint orientate invers 
celor din epura precedentă (fig. 83). Punctele de intersecţie dintre urmele 
omonime ale planelor se găsesc la 
intersecţia prelungirilor acestor ur- 
me. Astfel, urma p’ se găseşte la 
intersecția dintre prelungirile urme- 
lor P' și Q’, iar h la intersecţia 
d prelungirilor urmelor orizontale. 
| Unind & cu p și h’ cu v', se obţin 
g proiecţiile dreptei de intersecție. 
3 Această dreaptă prezintă particu- 
laritatea că segmentul cuprins între 
urme aparţine diedrului ZII, Ba 
străbate diedrele: JI, IIL și IV, Fig, 83 
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Aplicaţii 
a) Intersecţia a două plane paralele cu linia de pămint (fig. 84), 


Fie planele [PP] şi [QQ] paralele cu linia de pămînt, Ele fiind i 

| . erpendicul 
dreapta lor de Întari esto perpendiculară po acest plan. Deci tao Pe ir FAA, 
Pentru a obține proiecțiilo ci esto suficient să so cunoască un singur punct al acestei drepte 


Fig. 84 Fig. 85 


Pentru aceasta se intersectează sistemul celor două plane cu un plan oarecare [RR]. In- 
tersecția acestor trei plane este (i) care e punctul de concurență a dreptelor de inter- 
secție dintre planul [RR şi plone e date. Dreapta căutată este fronto-orizontala (d, d’), 
care trece prin (ii/). Se poate obţine această dreaptă folosind planul lateral W care poate 
fi considerat ca o poziţie particulară a planului auxiliar [RR]. 

b) Intersecţia a două plane ale căror urme nu se întîlnesc în cadrul epurei (fig. 85). 

Fie [PP] şi [QQ] planele date. Dreapta lor de intersecţie poate fi determinată cu 
ajutorul a două puncte sau cu ajutorul unui punct şi a unei direcţii. Se foloseşte a 
-doua posibilitate. 

Pentru aceasta se secţionează sistemul celor două plane cu planul de front F, care 
intersectează planele date după frontalele (Łk’) şi (kk’), al căror punct de intersecţie (i), 
fiind comun planelor P şi Q, este un punct al dreptei căutate. 

Pentru a obţine direcţia ei, se intersectează planul [PP] cu planul [Q,Q4] paralel cu 
[QQ]. Dreapta de intersecţie (Ps, h's’) este paralelă cu dreapta căutată. Deci in i şi i 
se duc: d || k's” şi d|ks. 


c) Intersecţia unui plan oarecare cu planele bisectoare. 

1) Intersecţia unui plan cu primul bisector (fig. 86). Pentru a obţine proiec- 
ţiile dreptei de intersecţie dintre planul [.PP”] şi primul bisector, se observă 
că punctul P, de intersecţie dintre OX și planul dat este un punct al dreptei 
căutate, deoarece planul bisector trece prin OX. ; 

Dreapta de intersecție, fiind cuprinsă în bisectorul întîi, are proiecţiile 
punctelor sale simetrice în raport cu OX. Deci punctul în care o dreaptă 
oarecare a planului intersectează bisectorul întîi este cel de-al doilea punct 
al dreptei căutate. În epură s-a considerat o orizontală a planului care inter- 
sectează bisectorul întîi în punctul (mm'); deci dreapta de intersecție este 


(P, m, P, m); proiecţiile sale sint simetrice în raport cu 0X 

2) Intersecţia unui plan cu al doilea plan bisector (fig. 
dat prin urme. Un punct 
torul al doilea este P,, deoarece planel 


87). Fie planul [PP] 
al dreptei de intersecție dintre acest plan şi biseo- 
e bisectoare treo prin linia de pămint. 


i RR e m 


METODA DUBLEI PROIECȚII ORTOGONALE ini 6] 
dar ef este udat ob E e lia 


i t toi jo ost , ') cu a= a’, în care 
Un al doilea punot al acestei drepte este punctul (27) cu a= w, 
o dreaptă cozolilo (ho, h'o’) a planului intersectează acest bisector, Dreapta 
căutată este prin urmare «=$ P,a’, ale cărei proiecţii a și e sint confundate, 


Fig 86 Fig, 87 


3. Suprimarea liniei de pămint (fig. 88, a). Fie reperele cu diedru ortogonal [HV] şi 
[ZV], ale căror plane corespunzătoare sînt paralele : [H] || [H1] și [V] || [V1], şi un segment 
oarecare de dreaptă AB. Proiecţiile acestui segment în cele două sisteme sint: (ab, ab) 
Şi (a,b, aibi). Deoarece [H] || [H1] Si [V] ||[V,], rezultă ab + ab şi a'b’ 4 abi. Deci proiec- 
țüle omonime ale unei figuri pe planele de referință a două repere paralele sînt egale şi 
prin urmare linia de pămînt care ocupă poziţiile X şi X,, (X || Z,) în cazurile de mai 
înainte nu influențează asupra mărimii proiecțiilor figurii proiectate. 


Dee aan... .... 


ie] 


z 


Fig, 88 
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Pentru acest motiv, în problemele în care mărimea coordonatelor descriptive nu este 
necesară, se poate suprima linia de pămint (fig. 88, b). În general, problemele de poziţie 
Peni în majoritatea cazurilor simplificarea construcțiilor prin suprimarea liniei de pă- 
mint. 

. Astfel, fie planul [DD,] dat prin proiecţiile (dd') şi (dıdí) ale două drepte paralele 
şi verticala (dad?) concurentă cu acest plan. Proiecția orizontală care este punctul d; este 
urma orizontală a dreptei, iar d’ este paralelă cu liniile de ordine. Pentru a afla proiecţiile 
punctului de intersecție, se duce un plan prin D, perpendicular pe [H]. Urma sa 
orizontală este o dreaptă s, care trece prin da. Dreapta de intersecţie dintre acest 
plan cu planul DD, este (aa, a'ai), a cărei intersecţie cu d; este punctul i, care 
este proiecția verticală a punctului de concurență căutat (fig. 88, c). 


E. Aspectul afin al epurei unui plan 


Proiecţiile unei drepte ce aparţine unui plan se taie pe dreapta fixă 4, 
care este intersecția planului considerat cu bisectorul al doilea, iar dreptele 
ce unesc proiecţiile unui punct al planului sint paralele cu o direcţie fixă, 
şi dacă un punct are una din proiecţii situată pe «, cea de-a doua este 
confundată cu ea; rezultă că, în planul epurei, între proiecţiile punctelor 
aceluiaşi plan există o corespondenţă afină, a cărei axă este a şi a cărei direcţie 
este dată de linia de ordine care unește proiecţiile unui aceluiaşi punct (fig. 89). 

Cum transformarea afină este determinată dacă se cunoaște axa de afini- 
tate a şi o pereche de puncte corespunzătoare, sau două perechi de drepte 
corespondente, rezultă că un plan este determinat prin axa sa de afinitate 
(dreapta de intersecţie cu bisectorul al doilea) şi proiecţiile unui punct sau 
prin proiecţiile a două drepte. 

Fie punctele: A(aa'), B(bb') şi C(cc'), date prin proiecţiile lor (fig. 89). 
Ele determină un plan a cărui axă de afinitate este dreapta a ce uneşte punc- 
tele de intersecţie s şi r dintre ab cu ab', şi bc cu bc. 

Epura unui plan dat prin axa de afinitate « şi prin proiecţiile unui punct 
sau ale unei drepte se numeşte epură afină. 

r s aa a) Epura afină a unui plan deter- 
$ mină planul. Se spune că o epură 
determină figura geometrică ce o 
reprezintă dacă dîndu-se una din 
proiecţiile unui punct al figurii se 
poate construi cea de-a doua pro- 
iecţie. 

Fie planul [a, mm'] dat prin epura 
sa afină și proiecția orotgonală d a 
unei drepte care îi aparţine (fie. 90). 

Pentru a determina proiecția d, 
se duc prin (mm!) proiecţiile unei 
drepte oarecare a planului, al căror 
punct de intersecţie è se ailă pe a. 
Dreapta (im) intersectează proiec- 
ţia d în n, iar @ intersectează « 
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s , j p im, |i mm. 
în A Gorespondentul punotului 7 oste », situat pe (im), cu pr] 
Dooi d’ osto droapta cure unoglo Æ cu m. 


; AMT ai ; > a 
b) Tntorsecjia a două plane, Tio planele [%, mm] și [aa n7], date F A 
atină (lig. 91), Pontru a obţine proiecţiile dreptei de intersecție, cons 


Fig. 90 Fig. 91 


dreapta mn care intersectează axele a și a, în s şi s}. Corespondentele dreptelor 
ms și ns, sînt sm! şi sın’, care se intersectează în q’, al cărui corespondent 
este q situat pe mn (g'g || m'm || n'n). s 

Dreptele ms și ns,, fiind confundate, reprezintă proiecţiile a două drepte 
situate într-un plan perpendicular pe planul orizontal, iar sm! şi sın’ sînt, 
proiecţiile lor verticale; deci punctul (qq') este punctul de intersecţie al acestor 
trei plane și prin urmare este un punct al dreptei căutate. Al doilea punct 
este ii, intersecţia dintre « și a. Deci proiecţiile dreptei de intersecţie 
sint (iq, iq’). 3 


4. Dreapta şi planul 


(9) dreaptă poate fi în raport cu un plan oarecare, paralelă, concurentă 
sau cuprinsă în plan. 


a) Dreaptă paralelă cu un plan. Deoarece o dreaptă A este paralelă cu 
un plan dacă este paralelă cu o dreaptă a planului, rezultă că prin dreapta 
dată se poate duce un plan paralel cu planul dat. De asemenea, intersecția 


dintre planul dat cu un plan oarecare dus prin A. este o 
aceasta, VARpUNEAI dreaptă paralelă cu 
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Astfel, fie [a, mm'] un plan dat prin epura sa afină (fig. 92) și dreapta 
Did, d’). Această dreaptă este paralelă cu planul dat, deoarece proiecției 
im || d îi corespunde im! | d, cu ic a. 

b) Determinarea punctului de con- 
curență între o dreaptă şi un plan. 

Sint mai multe metode pentru 
construirea punctului de intersecţie 
dintre o dreaptă și un plan. 

1) Metoda planului auziliar. Pen- 
tru a găsi punctul de intersecţie 
dintre o dreaptă şi un plan, se 


BRAT 


a dl observă că acest punct este con- 
d ținut de dreapta de intersecție din- 

tre planul considerat cu un plan 

Fig. 92 oarecare dus prin dreaptă. De unde 


rezultă construcția: fie [PP] un 

lan dat prin urme (fig: 93) şi D(d,d') o dreaptă. Pentru a găsi punctul 

e intersecție dintre dreaptă şi plan, se duce prin dreapta D planul proiec- 

tant [QQ']. Acest plan intersectează planul [PP] după dreapta (ko, ko). 

Punctul de intersecţie ù’, dintre d' și h'p', este proiecția verticală a punc- 
tului în care dreapta D intersectează planul. 


Aplicaţie 
Intersecţia dintre o dreaptă și o placă triunghiulară (fig. 94). Fie placa triunghiulară 
ABC, dată prin proiecţiile ei (abc, a'd'c') şi dreapta D (d, d). Planul proiectant față de 
ul vertical dus prin dreapta D taie triunghiul ABC după dreapta (mn, mn), 
cu min! = d”. Punctul de intersecţie i dintre mn şi d este proiecția orizontală a pun- 
ctului 7, în care dreapta D intersectează placa ABC. 


2) Metoda proiecției paralele. 


a) Fie D dreapta concurentă în Z cu planul Q, iar P, planul de proiecţie 
a cărui intersecţie cu [Q] este MN. Dacă se proiectează dreapta D paralel 
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n 


an j e intersecţia dintr 
eu planul Q, atunci punctul Z g0 proioctoază în i, care este intersecţia d 
proiecția dreptei și urma planului (fig. 95). 
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Fie în epură [PP'] planul și D(d, d) o dreaptă concurentă cu el i suis) 
Se proicotează dreapta w după direcţia dată de frontalele planului [PP]. 


Pentru a afla proiecția paralelă cu pla- 
nul dat a dreptei D pe planul //, se 
construieşte urma sa A și se proiectează 
paralel cu direcția aleasă un punct 


N 


Fig. 95 j s Fig. 96 


arbitrar al ei A(aa'). Dreapta hka, este proiecția paralelă a dreptei D pe pla- 
nul [H]. Punctul i, de intersecție dintre ha, cu urma orizontală P a planului 
este proiecția. paralelă a punctului de intersecţie dintre dreapta D şi plan. 
Proiecţia orizontală a punctului este intersecția i dintre proiecția orizon- 
tală d şi iv ||0X. > 


P) Intersecţia dintre o dreaptă. de profil și un plan dat prin două drepte concurente 
(fig. 98). Este avantajos să se rezolve această problemă cu ajutorul proiecției paralele 

Fie planul dat în epură prin dreptele (dd”) şi (d,d/,), concurente cu dreapta de profil 
AB (ab, a'b’). Se ia ca plan de proiecţie B,, iar ca direcţie (dd'). Atunci, dreptele (dad”) 
şi (d, di) sînt proiectate pe dreapta de intersecţie dintre planul determinat de ele cu pla- 
nul B,. : 

Această dreaptă (urmă) este y*è*; 
dreapta de profil (ab, a'b’) are ca pro- 
iecţie a” fB*, a cărei intersecţie i* cu y* 5% 
este proiecția paralelă a punctului căutat. 
Proiecțiile ortogonale i, 1, se obțin ducînd 
din í* liniile de ordine ii | e òt şi: 
ii] cp*. (În epură a fost suprimată 
linia de pămînt, fiind inutilă.) 

y) Intersecţia dintre o dreaptă şi un plan 

prin asa de afinitate și un punct 

(fig. 97), i 

Be dă planul [&, mm] gi dreapta D(dd’), 
concurentă cu el, Pentru a determina 
punctul de concurență se duce prin 
dreaptă un plan oarecare, a cărui axă do 
afinitate 2, treco prin punctul i de 
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ințerseoţie dintro cole două rojecţii alo dreptei, Becţionind sistemul color doug plane 
rintr-un plan proiectant față do (H), caro troco prin M(mm'), se obţin dreptele 
ms, m'8) şi (rs, 7’s,), alo căror proiecții verticale sint concurente în 4. } 
Axolo u și m fiind concu- 
ronte în j, dreapta jg’ este pro- 
lecţia verticală a intersecpei 
celor două plane, Această dreaptă 
este concurentă cu d'in p', care 
este proiecția verticală a pune- 
tului căutat, Proiecţia orizon- 
talá p se obține prin linie de 
ordine, 


5. Citeva considerații agu- 
pra vizibilităţii în epură 


Deoarece ín aplicații 
punctele, dreptele şi planele 
sint opace, proiecţiile lor 
se acoperă uneori unele pe 
altele gi este necesar să se 
deosebească în epură care 

Fig. 98 sint părţile ce se văd și 
care sint acoperite. 

Este evident că : Dintre două puncte A şi B situate pe aceeaşi proiectantă 
față de planul orizontal, acela e vizibil în proiecţie orizontală care are cota 
mai mare. În figura 99, punctul A este vizibil. Dacă se consideră punc- 
tele A şi B pe aceeaşi proiectantă (fig. 99, a) față de planul vertical, acela 
e vizibil în proiecția verticală care are depărtarea mai mare. În cazul figu- 
rii 99, a, punctul A este vizibil. Vizibilitatea a două puncte față de pla- 
nul W se cercetează în același mod; în acest caz, coordonata care determină 
vizibilitatea unui punct este abscisa. f 

Vizibilitatea feţelor unei plăci. Fie placa opacă triunghiulară ABC, ale 
cărei proiecţii sint (abc, a'b'c'). Dintre toate virfurile triunghiului, ABC 
este unul —în cazul de față B(b,b')—prin care dacă se duce un plan 
de profil secţionează triunghiul. Fie (be, b'e’) dreapta după care a fost tăiat 
triunghiul de planul de profil, care este proiectată, împreună cu direcţiile 
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după care e privită placa, pe planul [W]. Se notează faţa superioară a tri- 
unghiului cu S; iar cea inferioară cu Z (fig. 100). ul 

Se observă că săgețile ce arată direcpiilo după care se privește placa întil- 
neso aceeași față S. Deci faţa superioară a plăcii este vizibilă pentru amin- 
două proiecţiile. e SS ia d 

Fie o altă poziţie a plăcii dată prin proiooțiile (mnp, mn B), (fig. 100, a). 
Planul de profil care trece prin virful (n, n’) taie placa după dreapta (ng, 
n'q’), care se proiectează pe [W] impreună cu direcţiile după care se 
priveşte placa. Săgeţile, care 
sînt proiecţiile direcțiilor după Z , 
care se priveşte placa, întil- EI | 
nind fețe deosebite, rezultă T 
că în fiecare proiecție este vizi- 
bilă o altă față. Observind Noan 
proiecţiile dreptei de profil 
după care placa este inter- să 
sectată de planul de profil se 2 
poate spune: 

Dacă proiecţiile pe planele 
H şi V ale 'segmentului de 
dreaptă după care o placă este 
tăiată de un plan de profil au 
același sens sau sensuri dife- 
rite, placa prezintă pentru cele 
două direcţii vizuale aceeași 
față sau feţe diferite. 


Fig. 100, a 
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6. Perpendicularitate 


a) Dreaptă normală po un plan. Teorem ă, Dacă o dreaptă este perpen- 
diculară pe un plan, proiecjiile ei sint perpendiculare pe urmele de același 
nume ale planului. 

Fie dreapta D(d, d”) perpendiculară pe planul (PP'] (fig. 101). Dreapta 
fiind perpendiculară pe plan, e perpendiculară și pe orizontala și frontala 
planului care trec prin piciorul ei. 

Unghiul drept dintre dreaptă și orizontală avind o latură paralelă cu 
planul orizontal, proiecția d a dreptei pe planul orizontal este perpendiculară 
pe proiecția orizontalei, ca și pe urma orizontală P a planului, 

De asemenea, dreapta din spaţiu fiind perpendiculară și pe frontala pla- 
nului care trece prin piciorul ei, proiecția ei d pe planul vertical este per- 
pendiculară pe proiecția verticală a frontalei planului, ca şi pe urma sa 
verticală P’. 


Deci proiecţiile dreptei sînt perpendiculare pe urmele planului. 


b) Drepte perpendiculare. Pentru a construi proiecţiile unei drepte per- 
pendiculare într-un punct al unei drepte date, se duce prin dreaptă un 
plan oarecare şi apoi prin proiecţiile punctului dreptei considerate se duc 
perpendiculare pe urmele planului astfel construit. 

Fie D(dd') dreapta și un punct M(mm') situat pe dreapta pe care urmează 
a se construi perpendiculara (fig. 102). Pentru aceasta se află urmele 
deptei, şi prin una din urme, de exemplu Å, se duce arbitrar urma orizon- 
tală P a planului auxiliar. Urma verticală P’ a acestui plan este determinată 
de punctele P, şi v'. Dreapta A, ale cărei proiecţii 3 şi 8' trec prin m ṣi m’ 
şi sint perpendiculare pe urmele planului [PP'], este dreapta căutată. Pro- 
blema admite o infinitate de soluţii. Toate dreptele normale în M la dreapta D 
sint cuprinse în planul normal pe dreaptă în punctul M. 


Fig. 101 Fig, 102 
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6, Perpendicularitate 


a) Dreaptă normală pe un plan. Teoremă,. Dacă o dreaptă este perpen- 
diculară. pe un plan, proiecţiile ei sînt perpendiculare pe urmele de același 
nume ale planului. 

Fie dreapta D(d, d) perpendiculară pe planul [PP'] (fig. 101). Dreapta 
fiind perpendiculară pe plan, e perpendiculară și pe orizontala şi frontala 
planului care trec prin piciorul ei. 

Unghiul drept dintre dreaptă și orizontală avind o latură paralelă cu 
planul orizontal, proiecția d a dreptei pe planul orizontal este perpendiculară 
pe proiecția orizontalei, ca şi pe urma orizontală P a planului, 

-De asemenea, dreapta din spaţiu fiind perpendiculară și pe frontala pla- 
nului care trece prin piciorul ei, proiecția ei d’ pe planul vertical este per- 
pendiculară pe proiecția verticală a frontalei planului, ca și pe urma sa 
verticală P’. 

Deci proiecţiile dreptei sînt perpendiculare pe urmele planului. 

b) Drepte perpendiculare. Pentru a construi proiecţiile unei drepte per- 
pendiculare într-un punct al unei drepte date, se duce prin dreaptă un 
plan oarecare şi apoi prin proiecţiile punctului dreptei considerate se duc 
perpendiculare pe urmele planului astfel construit. : 

Fie D(dd') dreapta şi un punct M(mm”) situat pe dreapta pe care urmează 
a se construi perpendiculara (fig. 102). Pentru aceasta se află urmele 
deptei, şi prin una din urme, de exemplu h, se duce arbitrar urma orizon- 
tală P a planului auxiliar. Urma verticală P’ a acestui plan este determinată 
de punctele P, și o’. Dreapta A, ale cărei proiecţii 5 şi d trec prin m şi m 
şi sînt perpendiculare pe urmele planului [PP'], este dreapta căutată. Pro- 
blema admite o infinitate de soluţii. Toate dreptele normale în M la dreapta D 
sînt cuprinse în planul normal pe dreaptă în punctul M. 


x 
S 


Fig, 101 ' Fig., 102 
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0) Plan normal într-un punct al unei drepte (fig. 103). Se dă dreapta D ga) 
şi punotul M(mm’) oo-i aparţine, Pentru a construi planul norma 
y l ` 1 p ! } th ‚u mh | d! Urma ori- 

dreptei D în punotul M, se duco frontala (m4, m'h’) cu aiti 

zontal P a planului esto 
dreapta dusă din A porpondi- 
ocular pe d, iar urma verticală 
este porpendioulara dusă din 
P, po d; (P' || R'm). Soluţia 
esto unică, Orico droaptă a 
planului [P P'] care trece prin 
M(mm’) este normală po droap- 
ta Dida’). 

d) Plane normale între olo y 

(ha. 104), Două plane sint per- 
pondiculare între elo dacă o 
dreaptă conținută in unul din 
plane este parpendiouieri pe 
cel de-al doilea. Se considoră 
planul [P2P'] dat prin urme şi 
AM (ma) exterior planului. 
Pentru a obţine un plan per- 
pendicular pe [PP'] care trece 
prin M, se duce prin m şi m! 
deptele d LP şi di L Ph 
Urmele planului căutat trec 
prin urmele acestei drepte. 
O dreaptă oarecare @' efe] 
care trece prin ¢’ este urma ver- 
ticală a planului căutat; urma 
orizontală Q se obţine unind Q, 
cu h. Deoarece Q’ este o dreaptă 
arbitrară care trece prin o’, 
problema admite o infinitate 
de soluţii. 

Observare. Între urmele a două 
plane perpendiculare între ele nu 
se poate stabili o relaţie de poziţie, 

Sepia fac planele proicotante pe 
un același plan de proiecţie: două 
plane perpendiculare între ele şi 
proiectante pe un acelaşi plan de 
proiecție au urmele înclinate față 
de OX perpendiculare, iar unghiul 
intre urme este unghiul plan cores- lig. 104 
punzător unghiului diedru al celor 
două piane, 3 
i e) Simetrie în raport cu un plan. O figură Æ’ este simetrica unei figuri F 
n raport cu un plan P dacă segmontele de dreaptă, paralele între ele, ce 
a penare pc și alo celor două figuri sint secționate în seamente 
egalo de planul P, Planul P so numeşte plan de simetrie. Dacă dreptele ce 
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unesc punctele omologe sint oblice faţă de planul de simetrie, simetri 
250 | ; C a 0 metria est 
oblică, iar unghiul dintre aceste drepte și planul de simetrie se numeşte unghi 
de sumetrie. Dacă unghiul de simetrie este drept, simetria este orlogonală. 
Dreptele şi figurile simetrice în raport cu un plan au următoarele proprietăţi : 
1) Dreptele care fac cu planul de simetrie un unghi egal cu unghiul, de sime- 
trie coincid cu simetricele lor. 


2) Drepiele şi punctele conţinute în planul de simetrie coincid cu sime- 
tricele lor. 


3) Două figuri simetrice sînt egale. 


î) Puncte ortogonal simetrice în raport cu un plan (fig. 104). Fie [PP] 

un plan și M(mm') un punct exterior planului. Punctul M, este simetric orto- 

4 gonal al punctului M în raport cu planul 

Fa [PP'], dacă MM, | [PP'] şi punctul 1 de 

N intersecție cu [PP'] satisface egalitatea : 

MI = IM, sau (MIM,) = 1. Deci din pro- 

| iecţiile punctului (mm') se duc perpendi- 

culare pe urmele planului care reprezintă 

proiecţiile perpendicularei din M pe planul de 

simetrie și apoi se determină punctul /(ii”) 
de intersecție. 

Deoarece : 


(LU) = (mim) = (m i' m), 


proiecţiile punctului căutat sînt (mm4). 
Simetrica ortogonală a unei drepte se obţine 
cu ajutorul a două puncte. 


Exerciţii E 
Fig. 104 1. Să se găsească proiecţiile unei drepte, pa- 
1g. ralelă cu planul bisector al doilea, care să fie 


concurentă cu două drepte date. 


2. Să se afle urmele unui plan perpendicular pe primul plan bisector, cunoscîndu-i-se 
proiecţiile (pp') ale unui punct al său şi proiecția orizontală d a unei drepte situate în 
plan. Să se afle de asemenea proiecția d’. 


3. Se dă un plan P printr-o dreaptă de profil şi un punct oarecare, şi un al doilea 
plan Q prin dreapta sa de cea mai mare pantă faţă de planul orizontal. Să se afle proiec- 
fiile dreptei lor de intersecţie fără ajutorul urmelor celor două plane. 


4. Să se afle proiecţiile dreptei de intersecţie dintre un plan dat prin dreapta de cea 
mai mare pantă față de planul vertical şi un plan perpendicular pe bisectorul al doilea 
dat prin urme, fără ca să se folosească urmele primului plan. 

5. Să se găsească proiecţiile punctului de intersecţie dintre o dreaptă de profil şi un 
plan dat prin trei puncte, fără a se folosi urmele planului dat. 

6, Bă se găsească proiecţiile punctului de intersecție dintre o dreaptă de capăt şi 
un plan dat prin două drepte paralele, fără a' folosi urmele planului. 

7, Be cunosc proiechiilo unui punct şi punctul în oare un plan paralel cu OX inter 


sectează o verticală dată, Să so traseze urmele acestui plan şi să se păzească proieaţiile 
dreptei de intersecţie cu un plan perpendicular pe al doilea plan bisector, 
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; pri struiască planul per- 
8. Un plan P este dat prin două drepte concurente, Să se construiască p | 
pendicular pe planul dat, caro să troacă printr-o dreaptă paralelă cu bisectorul al oa: 
Să se afle proiecţiile dreptei de intersecţie dintre aceste plane, fără a se trasa urmele celui 
dintii, 7 Er ; } 
9. Se dă un plan printr-o dreaptă și un punct M. Dacă M aparține şi unui al aeei 
plan ce trece prin OX, să se găsească proiecţiile dreptei de intersecţie dintre cele dou 
plane, : A ; 
` 40. Se dă un plan prin două drepte de profil. Să se construiască proiecţiile perpen 
cularei pe acest plan, dusă dintr-un punct exterior planului, situat în planul Bz, fără 
a se folosi urmele planului dát. 


7. Metode pentru rezolvarea problemelor metrice 


S-a văzut din cele expuse că gradul de simplicitate al unei probleme de 
geometrie descriptivă depinde adesea de poziţia figurilor faţă de planele 
de proiecţie. Pentru a îndepărta unele dificultăţi grafice care rezultă din 
poziția pe care elementele unei figuri le au față de planele de referinţă, se 
poate lăsa figura F fixă şi se schimbă planele de proiecţie, sau se lasă fixe 
planele de proiecţiie și se rotește figura în jurul unei axe convenabil alese. 

De aici rezultă două metode care poartă denumirea de : metoda schimbării 
de plan şi metoda rotației, cu cazul particular al rabaterii, care este o rotaţie 
a unui plan în jurul uneia dintre urme sau a unei orizontale (frontale) ce 
o conţine, astfel încît să se suprapună pe planul de proiecţie corespunzător 
sau pe un plan paralel cu acesta. 


A. Metoda schimbării de plan 


Această metodă constă în schimbarea planelor de proiecţie cu alte două 
plane de proiecţie perpendiculare între ele. Problema generală se exprimă 
astfel : 

Fiind dată o figură F în spaţiu, prin proiecţiile sale f şi f' pe planele orto- 
gonale H şi V, să se găsească proiecţiile ei fu şi fi, pe alte două plane H şi 
V,, de asemenea ortogonale între ele. 

Din punct de vedere teoretic, problema nu prezintă nici o dificultate, dar 
execuția. grafică în cazul schimbării simultane a planelor de proiecţie este 
foarte laborioasă; de aceea, problema generală enunțată mai înainte se 
reduce la cazul particular cînd unul din planele de referință ale reperului 
nou coincide cu unul din planele reperului dat. În acest fel, în problema 
schimbării planelor de proiecţie se consideră schimbarea separată a fiecărui 
plan de proiecţie, 

a) Schimbarea planului vertical. 4) Determinarea proiecțiilor unui punct 
după schimbarea planului V. Fie M(m,m') un punct referit la reperul (AF), 
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care se transformă în (4# V,) cu [V 1] L [H] (fig. 105, a). În această transfor- 
mare, planul _J7 răminind neschimbat, proiecția orizontală m a punctului 
ŞI cota sa Mm = m'm, rămin aceleaşi. Noua linie de pămint este dreapta 
de intersecție 0,X, dintre planul vertical V, și planul M, 

De aici rezultă următoarea construcţie în epură : Din proiecția orizontală m 
a punctului, care rămine aceeași, se duce o linie de ordine față de 0,X,, pe 
care se ia: manu =m, m’. Proiecţiile punctului în noul reper sint m şi mi. 

Deoarece sensul in 
care se face rotirea 
planului H pe pla- 
nul V, poate fi ales 
după voie, se poate 
plasa proiecția mi de 
orice parte a liniei 
0X, cu condiția ca 
toate punctele ce au 
avut proiecţiile lor 
verticale : de aceeaşi 
parte a liniei OX ca 
punctul m’ să aibă no- 
ile lor proiecții verti- 
cale față de noua linie 
de pămînt 0, X, de 
partea în care se gă- 
seşte ru. 

Pentru claritatea epurei, trebuie ca noile proiecţii ce urmează a fi con- 


struite să se desfășoare de acea parte a liniei de pămînt unde epura este 
mai liberă. 


Fig. 105 


Se observă că: dacă M este conţinut în planul M, proiecția sa verticală 
față de un plan vertical se va găsi pe noua linie de pămint. 

2) Determinarea proiecțiilor unei drepte în cazul -schimbării planului V 
(fig. 106). Fie D(d,d') dreapta dată. Schimbind planul vertical, proiecția 
orizontală a dreptei rămîne aceeaşi, 
pentru că planul orizontal nu se schim- 
bă. Proiecţia dreptei pe planul V; se ob- 
ţine cu ajutorul a două puncte situate 
pe dreaptă. În epură sînt punctele (kk?) 
şi (mm). Dacă planul V, se ia paralel 
cu dreapta D, atunci în noul reper 
(HV) ea este frontală. Pentru simplifi- 
carea epurei s-a considerat ca plan V,, 
planul proiectant al dreptei faţă de 
planul orizontal. 

În acest caz, 0,X, = d, iar proiec- 
ia di este dată de hW = și mi, care 


Deo poa..." 


se obține luind: m'm, = mi Mms; e 
(7 = Myy) 
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RASAN Se A : , 4X îs iectează 
Devenind frontală, orice segment situat: pe această dreaptă se proiect 


pe[V,] în adevărată mărime, iar a = Oii d exprimă unghiul pe care dreapta 
il face cu planul H. a al EA 

3) Determinarea urmelor unui plan în cazul schimbării pianului : 
Fie planul P.P’ și un nou plan vertical V4, care intersectează [ V] după dreapta 
Ii (fig. 107, a). 


Fig. 107 


Deoarece, trecînd de la reperul [VH] la [V,H], planul H rămine acelaşi, 
urma orizontală P a planului este neschimbată (P = P.). Urma verticală 
Pi față de planul vertical V, este dată de P=,, unde linia de pămînt 0, X, 
intersectează urma orizontală P şi de punctul Z comun planelor VVaşi-P, 
care se află pe dreapta de intersecţie dintre [V] şi [V1]; a cărei proiecţie ori- 
zontală i este la intersecţia celor două linii de pămînt. De unde rezultă 
următoarea construcţie în epură (fig. 107, b): Fie planul BAPTO X = 
= [V] N [H] cu urma orizontală P = P,, iar Px; = P N 0,Xı; punctul P, 
aparține urmei verticale căutate. Punctul i = , de intersecţie dintre OX 
și 0,X, este proiecția orizontală a punctului 7 de concurenţă dintre P’ 
şi Pi. Proiecţia ii se obţine ducînd din i o, perpendiculară pe 0,.X, şi purtând 
pe ea cota iu = ii. Urma. verticală este Pi = Px, U Ù. > 

Observare, Dacă liniile de pămint: OX şi 0,Ă, nu se intilnesc în cadrul 


epurei, se construieşte urma verticală Pi cu ajutorul unei drepte a pla- 
nului dat, 


b) Schimbarea planului orizontal. 1) Determinarea proiecţiilor unui punct. 
Dacă se schimbă planul H, într-o poziţie oarecare, cu [14] L LV] (fig. 108,0), 
depărtarea și proiecția verticală m! a unui punot M rămîn neschimbate. 
Proiecţia orizontală m, pe [H] a punctului M se obţine ducind din punctul 


considerat perpendiculara pe” planul H, de proiecție. De unde rezultă 
construcţia ; A 


LA 
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We AM (m, m’) punotu ] i iţi 
påmint în Mg uta în | A P a urla in ai “ 
pa planul Aa, ao duoa din prolooțlu vorlioalk m’ a punetului lina Aa AA 


W ' 
aţă do 0,4, po oara ao ia dophriaron am == m,m, 


Fig. 108 


2) Determinarea proiecţiilor unei drepte în cazul schimbării planului H 
(fig. 109). Fie dreapta AB(ab, ab). Dacă se schimbă planul //, proiecția a'b" 
rămine acccași, pentru că planul vertical rămine neschimbat. Proiecția ori- 
zontală a,b, po [M] se obţine cu ajutorul punctelor A și B. 


Dacă se ia ca plan [Æ], un plan paralel cu dreapta AB, atunci 0,X, || ab". 
Din proiecţiile verticale a” şi b' se duc linii de ordine faţă de 0,X,, pe care 
se poartă depărtările : axa = @x;@, și bib = baba: $ 

čață de noul reper (HV), dreapta AB este 


orizontală. Deci unghiul « = a,b; * 01X, exprimă 
unghiul dintre AB și planul V. Un segment si- 
tuat pe această dreaptă se proiectează în ade- 
vărată mărime pe [H]. ; 

3) Determinarea urmelor unui plan în cazul 
schimbării planului orizontal (fig. 110 a, b). 

Fie [PP'] un plan oarecare referit la reperul 
[HV]. Cind se trece de la reperul [Æ V] la [HV], 
urma verticală P' a planului vămine neschimbată, 
deoarece planul vertical este acelaşi. Deci P'== P{. 
Urma orizontală P, este determinată do Fig, 109 
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Px, = P'NO, X, şi de punctul Z de concurență dintre [H], [H] și [P] a ami 
proiecție verticală i! este la intersecția dintre OX cu At roti E 
în epură (fig. 110, b) urma P, a planului dat pe planul H, se construieș 
segmentul i'i I 0X, cu h= ii 

[/A 


Fig. 110 


În cazul cînd liniile de pămînt nu se întîlnesc în cadrul epurei, se folo- 
seşte o dreaptă oarecare a planului dat. 


Aplicaţii 


a) Unghiul unui plan cu planul orizontal (fig. 111). Se ştie că unghiul dintre un plan 
perpendicular pe planul vertical cu [H] este exprimat de unghiul dintre urma verticală a pla- 
nului cu OX. Prin urmare, pentru a afla unghiul pe care îl face planul [PP] cu planul 
orizontal, se ia un nou plan vertical, perpendicular pe planul dat. Noua linie de pămînt 
0,X, este perpendiculară pe urma orizontală P a planului. E 

Pentru a găsi urma verticală se foloseşte punctul Px, şi urma vi, pe planul vertical [F;], 


a orizontalei (vv). Unghiul 7 = X, Pz, P; este unghiul pe care planul [PP] îl face 
cu planul orizontal. 
Pentru a găsi unghiul unui plan oarecare cu planul V, se transformă planul dat în plan 


vertical, prin schimbarea planului orizontal. Operaţiile: grafice sînt asemănătoare celor 
de mai înainte. 


Fig, 111 Fig. 112 
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b) Distanţa între două plâne paralele (fig. 142). Tio planele paralele [PP] și f 
Pentru a găsi adevărata altanţă intro E plano so faco o al imb an k EA Rea 
cele două plane de proiecţie, astfel înctt faţă do noul sistom de referință planelo date să 
devină voioctante, So in, de oxemplu, ca nou plan vertical un plan  porpendicular 
pe planele date. Linia de pâmint 0,4, este Ca fetal ud po urmele orizontale P şi Q. 
Se construiește noua urmă verticală Èi a planului P, iar pentru că planele sint para- 
lele, din Q., se duco Q4 || P!. Segmontul de perpendiculară comună d, dintre P} și Q; 
este distanța dintre planelo [PP] i [QQ] s 

0) Distanţa dintre două drepte oarecare (disjuncte) (fig. 113). Fie droptele D (d, d’) și 
D, (d di) situate în plane diferite, punctele de concurență ale proiecţiilor de același nume 
nu sint situate pe aceeaşi linie de ordine. Se ştie că, dacă una din drepte este perpen- 
diculară pe unul din planele de proiecţie, atunci distanța dintre ele este dată de Bog- 
mentul de perpendiculară dus din piciorul dreptei normale pe planul de proiecţie, pe cea 
de-a doua dreaptă. Deci se transformă reperul (ZV), astfel încit dreapta Diaz) să devină 
ji er cnlară pe unul din planele de proiecţie. Pentru aceasta sint necesare două schim- 

ări de plan, şi anume : se transformă reperul (MV) astfel încit dreapta să fie paralelă, 
de exemplu, cu planul vertical. Pentru ca epura să fie mai simplă, se ia ca plan verti- 
cal planul proiectant al dreptei D pe planul H. Deci O, X, =d. Proiecţia di a dreptei pe 
[V,] se obţine cu ajutorul punctelor A (a, a’) şi B (b, b'), situate pe dreapta D. 

Cu a doua transformare a reperului (HV, — H,V.), dreapta AB devine perpendiculară 
pe [H,]. Linia de pămînt 0.4, = [V] M [H] este perpendiculară pe d”. Deoarece în urma 
schimbării planului V dreapta se găseşte în [V,], proiecția ei d” = d” M O, X, Cu aju- 
torul punctelor M (m, m’) şi N (n, n”) situate pe dreapta D; (d, di) se obţin succesiv proiec- 

Să tr 09777 i 

tiile d = m”n”pe[V,]şid = m” n” pe planul orizontal H,. Dreapta dr” L m” n” 
este perpendiculara comună, iar segmentul d” r” este distanța căutată. Proiecţia 
acestei drepte pe [V] este r” s” ||O,X,. Proiecţiile ei în sistemul (VH) se obţin ducînd 
liniile de ordine respective. 

d) Adevărata mărime a unui unghi (fig. 114). Deşi cînd se transformă reperul (HV) 
în (H,V) sau (HV) intervine întotdeauna linia de pămînt, în unele aplicaţii se poate su- 
prima această linie cu scopul de a simplifica construcţiile, luînd în locul ei dreapta de 
intersecţie dintre planul figurii date cu un plan de nivel sau de front. 


Fig, 113 
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: mări 4 pri imbării plane- 
Asttel, fie unghiul AZB (aib, a'i’b’) a cărui Marime se află prin metoda schimbării p 
lor de pt idolii Ponte Aat sînt ER două schimbări de, plan, „astfel ti Ala 
figurii să devină paralel cu unul din planele de proiecţie şi asite proiecția ung 
Tie egală cu unghiul proiectat, j i ; , 3 
Primă schimbare CNA DORIA planul figurii în plan proiectant Se onpine a lab 
ționind. planul [A B7] cu un plan de nivel. Iiiţerscoția acoro ap a e oi PREN 
a'b’). Dacă se ia [V1] LAB, atunci proiecția dreptei B pe [Pal ae pu ed sir 
care se poate lua arbitrar po ab. Planul de nivel auxiliar în raport cu p 


tului J (în = if i”) intersectează [V,] după dreapta Xa” 1 ab. Proiecţia unghiului 415 
e este a” i”. , 
i AIA doua transformare a reperului (HV, > AV.) se ia [Ei] paralel cu planul! FAZEI 
sau să coincidă cu el, aşa cum este în epură. Atunci [774] M [V] = 4%" A 1 pct 
(H, V) rezultă br =b”; (b” este proiecția punctului B pe [H;]), iar 1” ṣi a 


EEY X i d 2 E = AIA E Mat = TA 3- 
luînd pe liniile de ordine, în raport cu X’, depărtările : 1” i” = iij Şi d a aa”. Ade 


AN 7 M. 
vărata mărime a unghiului AZB este « = X a” i” b s 
Exerciţii ` 
4. Să se găsească distanța de la un punct la un plan cu ajutorul unei schimbări de 
plan. 
2. Să se găsească distanța de la un punct situat pe linia OX la un plan oarecare. 


3. Să se găsească adevărata mărime a unghiului pe care o dreaptă oarecare îl face 
cu un plan dat [PP]. 


4. Să se afle adevărata mărime a unghiurilor pe care un plan oarecare le face cu 
planele bisectoare. Fa 

Indicaţie : Se va afla unghiul normalelor la aceste plane duse dintr-un punct oare- 
care. i 


5. Se dă un triunghi ABC prin proiecţiile sale, să se găsească proiecţiile ortocentrului, 
ca şi proiecţiile punctului de concurență al bisectoarelor interioare. 


b Se dau două drepte paralele D şi D, prin proiecţiile lor. Să se găsească distanța din- 
tre ele. : 

Indicaţie : Se vor „aduce amîndouă perpendiculare pe același plan -de proiecţie. 
9. 7. Sedă un punct şi o dreaptă cuprinsă în bisectorul al doilea. Să se găsească dis- 
tanţa de la punct la: dreaptă. 


„8. Se dă un punet în bisectorul înţii și al doilea în bisectorul al doilea. Să se găsească 
distanța dintre punctele date. i 


B. Metoda rotației 


Prin metoda rotației se aduce o figură F să ocupe o poziție favorabilă 
în raport cu planele de proiecție. Rotirea se face în jurul unei axe conve- 
nabil alese. Deoarece rotația în jurul unui ax oarecare implică construcţii 
grafice dificile, se consideră de obicei are verticale sau de capăt. 


a) Rotaţia de nivel. Această rotaţie se face în jurul unei axe verticale. 
Punctele unei figuri care se roteşte în jurul axei descriu arce de cero egale, 
deoarece corespund aceluiași unghi a de rotație. Aceste arce. sint cuprinse 
în plane de nivel, Într-o rotaţie de nivel, toate punctele figurii îşi păstrează 
cota. Deoarece F = P*, unde F* este figura rotită, rezultă că rotația trans- 
formă epura unei figuri în epura unei figuri egale cu cea dată, dar a cărei 
poziție este schimbată în raport cu planele reperului, Dacă se notează rotația 
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prin R, atunci relația dintre F și F* se poate scrie: R(F) = F*. Notind 
cu R` rotația al cărui unghi este egal cu unghiul « al rotației R, dar de 
sens puse rezultă : R! (F*) = F. Rotaţia R-t se numeşte inversa rota- 
nea îi. 

1) Rotaţia punctului. Fie Z o axă verticală și un punct A din spaţiu. 
Cînd punctul A se roteşte în jurul axei Z, descrie un arc de cerc corespun- 


Fig. 115, a Fig. 115, b 


zător unghiului de rotație; raza cercului este Aœ i Z (fig. 1415, a). Planul 
arcului de cerc descris de punctul A fiind de nivel, unghiul AGA, cu care 
s-a rotit A se proiectează pe planul orizontal în adevărată mărime, cu virful 
în z, piciorul axului. Deci proiecția orizontală a descrie un arc de cerc egal 
şi de același sens cu acela descris de A. Punctul răminind în timpul rotației 
în același plan de nivel, proiecția sa verticală a' are o mișcare de translație 
în lungul urmei verticale N’ a planului în care este cuprins. În epură, 
unghiul de rotaţie este proiectat în adevărată mărime pe planul Æ, iar proiec- 
ţia verticală a’ descrie o paralelă la OX (fig. 115,0). 

2) Rotaţia unei drepte (fig. 116). Fie dreapta D(d, d’) care se roteşte în 
jurul axei (zz') cu un unghi «. Pentru aceasta se pot roti în acelaşi sens 
cu același unghi două puncte oarecare ale dreptei. Se obţine o epură mai 
simplă dacă se consideră perpendiculara comună dintre axă şi dreaptă, a 


; LOS NEA 

cărei proiecție orizontală este zp _ d. Se roteşte p astfel ca p3p, = a. Rotita 
dreptei D are ca proiecție orizontală dreapta dı, tangentă în p, la cercul 
descris de p. Proiecţia verticală p’, a punctului rotit este dată de inter- 
secția liniei de ordine duse din p cu paralela la OX, descrisă de p'. Pentru 
a determina proiecția verticală d, a dreptei rotite, se ìa încă un punct 
(gq'), situat pe (dd'), al cărui rotit (qaq) împreună cu (Pipi) determină 
proiecția dy, 


METODA DUBLEI PROIECȚII ORTOGONALE e a OI E a ei Mea, 
Dacă dreapta e concurentă ou axa, punctul de concurență A ) eate e ei 
său rotit. Se obţine D, = R (D) t, aplicind unui punct oarecare M (mm) 


dat 3 t (fig. 447), 

o rotație de un unghi dat 0 în sensul cerut (fig. 11 ; j 
3) Rotaţia unui plan (fig. 118). Fie planul [PP] dat pon urme, as 

rent în (îi) cu axa Z(zz'). Rotaţia de nivel a acestui plan se poate 


Fig. 117 


Fig, 118 Fig. 119 


a 
1 B-a notat cu R rotația aplicată dreptei D, 
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E pi Cl liniei sale do con mai maro pantă față de [77] concurentă cu Z(zz'). 
S-a rodna aatfol rotația planului la rotația unei drepte, concurentă cu axul 
in Ii, t) Dacă (ho, h'v'), osto această linio, după rotația cu unghiul «, ea 
dovino (Ati hivi), gi determină planul [00']. Acesta este planul care cores- 
pundo planului [PP] rotit cu unghiul e. 

Observare, Cind axa osto cuprinsă în planul vertical, se obține o epură mai 
simplă (fig. 119), Dacă problema permite alegerea axei, atunci se recomandă 
— poniru rotația de nivel —— ca aceasta să fie cuprinsă în planul vertical. 

Astfel, fio [PP'] planul dat și axa Z(zz) e [V]. Punctul de intersecție 
I(îi') dintro axă şi plan, fiind cuprins în planul V, aparține și urmei verti- 
cale rotito, Prin urmare, pentru a obține urma orizontală Q a planului rotit 
osto suliciont să se rotească urma P in jurul punctului z = i cu unghiul «. 
Raza do rotaţie osto zr. 

Punctul de intorsecpio Q,, dintre Q și linia de pămint OX, unit cu i, dă 
urma verticală Q’. 


Aplicaţii 
1. Distanţa de la un punct M (m, m') la o dreaptă D (d, d”) 


Pentru a găsi distanţa cerută se roteşte dreapta D (d, d) în jurul unei axe verticale 
Z (z, 31), caro troco prin punctul M (m, m’) pînă ce devine frontală. În epură se rotește 
proiecția orizontală d a dreptei în jurul punctului z pînă devine paralelă cu linia de 
pâmint. Se găsesc colo două proiecţii ale dreptei rotite cu ajutorul punctelor (g, g’) şi 
(r,r). Punctul M, aflîndu-se pe axa 
de rotație, este propriul său rotit 
(fig. 120). Din m’ se ducem, | di, 
iar sí se transportă în s' pe d. 
Dreapta  (ms,m's”) reprezintă per- 
pediculara din punctul M pe dreapta 
D, Pentru a avea adevărata mărime 
a acestei distanţe se rotește segmen- 
tul MS în jurul axei Z pînă devine 
frontal. Proiecţia orizontală mso devine 
paralelă cu linia de pămînt, iar pro- 
iecția verticală m/s; exprimă ădevărata 
distanță de la punct la dreaptă. 


2. Distanţa de la un punct 
la un plan (fig. 121) 


Fie [PP] un plan şi M(m, m’) 
un punot exterior a cărui distanță 
la plan se oere, Distanţa de la un 

punot la un plan este dată de seg 
Fig. 120 mentul de perpendiculară dusă din 
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punctul dat. Pentru a rezolva pro- 


č i ici sndicularei și 
punet la plan, cuprins între piciorul perpe PS adi Secta: 248 So site 


blema se poate roti acest segment pină devine parale f e 
planul în jurul unei axe verticale care trece prin punct pînă devine pien de, capi pă 
în acest al doilea mod, ca şi în primul, distanța de la punct la plan este da tă de u w 
ment frontal. Pentru a reduce operațiile se roteşte planul. Se ia axa (zz”) ce trece p 
punctul (mm’), care fiind situat pe axă este propriul său rotit. s : AI: 
Prin rotația în jurul urmei z=m a axei, urma orizontală P a planului devine Q | OX, 


ie ă di / ”] ar iecţiile sale ms, şi mr’ perpen- 
Perpendiculara dusă din (mm”) pe planul [QQ] are proiecţiile sa náh, ; 

diculare pe urmele planului. Punctul de intersecție dintre această dreaptă şi plan 
i planul dat este dată de segmen- 


este (z, r’), iar adevărata mărime a distanței dintre M și ie 4 laty 
tul m'r’, Proiecțiile distanței de la punctul M (m, m’) la vechea poziție a planului [P,P 
se obțin prin rotația R-1. 

b) Rotaţia de front. Axa unei rotații de front este o dreaptă de capăt. 
Punctele unei figuri F care se roteşte în jurul axei descriu arce de cercuri 
ale căror plane sînt de front. Unghiul de rotaţie a se proiectează în adevă- 
rată mărime pe planul vertical, cu virful în proiecția verticală a axei. 

1) Rotaţia de front a unui punct. Fie M(mm') un punct oarecare și axa 
de capăt Z(22). Dacă se roteşte punctul M în jurul axei Z cu un unghi q, 
atunci proiecția sa verticală m’ se roteşte în jurul punctului z^ cu unghiul a. 
Pentru că arcul de cerc descris de punct este cuprins într-un plan de front, 
proiecția orizontală m descrie o paralelă la OX. Punctul de concurență 
dintre această paralelă şi linia de ordine coborită din m, este proiecția ori- 
zontală m, a punctului rotit (fig. 122). 

2) Rotaţia de front a unei drepte. Fie dreapta D(dd') neincidentă cu 
axa Z(2z'). Pentru a o roti cu un unghi « în jurul axei Z, se foloseşte perpendi- 
culara comună dintre dreaptă și axă, a cărei proiecţie verticală este z's’ | d. 
Rotind cu unghiul « punctul s, se obţine punctul s{, care determină proiecția 


Fig. 121 
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verticală di a dreptei otite. Proiecţia orizontală di este dată de punctele s, 
şi me Punctul r, este proiecția orizontală a unui punct (77) € (dd), care 


a fost rotit în jurul axei Z cu unghiul æ (fig. 123). 


Fig. 123, a 


Dacă dreapta este concurentă cu axa în punctul (cc'), atunci este sufi- 
cient să se rotească un singur punct (aa!) € (dd'), deoarece punctul (cc), 
aflindu-se pe axă, este propriul său rotit (fig. 123, a). 

Se observă că această epură este mai simplă decit precedenta. De aceea, 
atunci cînd se poate alege axa după voie, se ia concurentă cu dreapta. 

3) Rotaţia de front a unui plan (fig. 124). Planul este dat prin urmele sale P 
şi P’. Se roteşte planul [PP] în jurul axei de capăt Z, rotind urma ver- 
ticală P’ şi o dreaptă a planului care trece prin punctul în care axa inter- 
sectează planul. În epură s-a luat linia de cea mai mare pantă faţă de pla- 
nul vertical ce este concurentă cu axa. Astfel, problema rotației planului 
s-a redus la rotația unei drepte. Proiecţia verticală a dreptei de cea mai 
mare pantă a planului faţă de [V] trece prin z' și este perpendiculară pe 
urma P’ a planului (h'p' | P’), iar punctul de intersecţie cu axa este (c, c’). 
Este suficient să se rotească dreapta (ho, h'o’) în jurul axei de capăt Z(z, 3 
cu unghiul z, pentru ca urmele planului rotit [QQ'] să rezulte. Astfel, urma 
verticală Q’ este perpendiculara în v4 pe proiecția verticală a dreptei rotite 
iar urma orizontală Q este dreapta care unește urma orizontală & a dreptei, 
rotite cu punctul Q, de concurenţă a urmei verticale @' ou linia de pămînt X. 

Dacă axa de rotaţie este cuprinsă în [H]; epura rotației de nivel a unui 
plan este mult simplificată (fig. 124, a). În acest caz, punctul de concu- 
renţă í dintre axă și plan este de asemenea cuprins în planul orizontal și, 


| 
| 
| 
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fiind propriul său rotit, va fi un punct al urmei orizontale a planului rotit. 


i i iul æ se d ‘r |. P' şi se roteşte z7 în 
Deci, pentru a roti planul cu unghiul se duce zr L U B NE 
jurul luiz’ cu unghiul « dat. Punctul rse transformă în r. Urma P; ap 


Fig. 124 Fig. 124, a 


căutat este perpendiculara în 7’ pe z'r/. Unind punctul Pxı, de concurentă 
dintre urma verticală P/ cu axa X, cu punctul i, se obține urma orizontală 
P, a planului rotit. 

Aplicații 

a) Unghiurile unei drepte cu planele de proiecție (fig. 125). Pentru a găsi aceste 
unghiuri, se aduce dreapta pe rînd paralelă cu fiecare din cele două plane de referință. 


Pentru a găsi unghiul pe care dreapta îl face cu [H], aceasta se roteşte în jurul unei 
axe verticale, care trece prin urma (vo”) a dreptei, pînă se aşterne pe planul vertical. Atunci, 


urma k—ho € X, iar unghiul a = X v'ho, X este unghiul dreptei cu planul orizontal. 

Pentru a găsi unghiul dreptei cu planul vertical, se roteşte dreapta în jurul axei cu- 
prinse în [H], care trece prin urma orizontală (kk), pină ce se aşterne pe planul ori- 
zontal. Atunci o — o € X, iar unghiul 


B= Z no, X este unghiul căutat. 
p) Unghiurile unui plan oarecare cu pla- 
nele de proiecție (fig 126). Dacă un plan este 


Fig, 125 


Fig. 126 
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proiectant faţă de unul din planele de proiropio, atunci unghiul pe care urma sa pe acest 
pian îl face cu linia de pămînt este unghiul plan corespunzător diedrului dintre planul 

at şi al doilea plan de proiecție. Deci pentru a obține unghiurile cerute, se roteşte pla- 
nul dat Jaam a doveni pe rînd proiectant față de cele două plane de proiecție. 

Fie [PP] planul oonsiderát: Unghiul dintre acest plan și [V] se obține rotind [PP] 
în jurul axei de capăt Z(zz’) situate în planul Æ, cu ajutorul perpendicularei comune 
dintro axă și urma verticală P’ a planului. Proiecția verticală a acestei perpendiculare 
este an; rotitul punctului r este r, € X. Urma verticală Q’ a planului rotit este perpendi- 
culară în rı pe X, iar urma orizontală Q este dată de r, şi de pana de intersecție c, 
dintre proiecția orizontală s a axei şi urma P a planului. Planu [QQ] este proiectant 


faţă de planul orizontal, iar unghiul a = < Q:X este unghiul căutat. 

Pentru a afla unghiul dintre planul [PP] şi planul H, se transformă [PP'] printr-o 
rotaţie de nivel în jurul axei Z, (2,31), într-un plan de capăt. În această rotaţie, unghiul 
pe care planul dat îl face cu planul H nu se schimbă. Perpendiculara comună dintre 
axă şi urma orizontală P este zs_| P. În epură se rotește s în jurul punctului 2, pină 
ce acesta devine s; € X. Urma orizontală a planului rotit este perpendiculara R în 
punctul s pe linia de pămînt X. 

Pentru a obţine urma verticală R’, se uneşte s cu punctul de intersecţie i” dintre urma 


verticală P’ a planului cu proiecția verticală z’ a axei. Unghiul B = &X R'-X este unghiul 
pe care planul [PP] îl tace cu planul orizontal. 

y) Transformarea unei drepte oarecare în dreaptă perpendiculară pe unul din planele 
de proiecţie (fig. 127). 

Fie D (d, d') o dreaptă oarecare. Pentru ca această dreaptă să devină perpendicu- 
lară pe unul din planele de proiecţie sînt necesare două rotații. Prima rotaţie transformă 
dreapta dată într-o frontală sau o orizontală, iar a doua o transformă într-o dreaptă ver- 
ticală sau de capăt. 

Rotind dreapta D (d, d’) în jurul axei verticale Z (23), concurentă cu dreapta 
în (cc'), se obţine frontala (didi). Mărimea unghiului de rotaţie < m, zm este determinată 
de condiţia d, || X. Apoi dreptei D,(d,, di) i se dă o rotaţie de front în jurul axei 
de capăt Z, (z zi), cu ajutorul punctului (nn) € (d, di). Mărimea unghiului de 
rotaţie X n'zi nu este determinată de condiţia ca proiecția verticală d; a dreptei rotite 
să fie perpendiculară pe axa X. 

Observare. Dacă se cere ca o dreaptă oarecare să devină perpendiculară pe unul din 
planele de proiecţie, prima rotaţie este aceea care aduce dreapta paralelă cu planul de 
proiecţie de nume contrar planului pe care dreapta urmează a fi perpendiculară. 

6) Transformarea unui plan oarecare în plan 
„ paralel cu unul din planele de proiecţie (fig. 128). 
Fie [PP] planul care se transformă în plan pa- 
ralel cu planul orizontal. Pentru aceasta se 
transformă planul dat în plan perpendicular pe 


Fig, 127 Rig. 128 
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: j = s 4 i l 
lanul vertical; deci orizontalele sale dovin drepte de capăt. Rotaţia se face în Juru 
E verticale Z (z, 3). Urma orizontală P a planului se tann onn în perpendi u SETE, 
dusă în r, pe raza zr; || X. Urma verticală Q’ trece prin punctu la a | care este toleste 
ţia verticală a punctului în care axa intersectează planul. Apoi Ma 109 m Ee 
în jurul axei de Apu Z, (2, z{), pină cînd urma Q devine paralelă cu X. se 
această poziție cu R’. i b dei Pn 
Deoarece pentru fiecare roay so pot lua două sensuri, pro lema dreil e pa Si 
luţii. Se observă că dacă un plan se roteşte în jurul unei axe perpendiculare Fi ră. ca 
din planele de proiecţie, nu poate deveni paralel cu celălalt plan de proiecţie fără ce 
întîi să devină perpendicular pe primul. De aici necesitatea a două rotații. 


c) Rotaţia în jurul unei axe oarecare. Dacă axa de rotaţie este într-o 
poziţie oarecare, se aduce perpendiculară pe unul din planele de proiecţie, 
prin schimbări de plane. ; : ; 2 

1) Rotaţia unui punct în jurul unei axe orizontale. Fie axa Z(z, z’) paralelă 
cu planul orizontal şi un punct M(m, m') care se rotește cu un unghi dat a 
in jurul acestuia. Printr-o schimbare de plan vertical se transformă axa 
de rotație în dreaptă de capăt. Noua linie de pămînt este X, 1 z (fig. 129). 
Rotaţia se face în jurul axei (zz”), aşa după cum s-a arătat mai înainte. 
După ce s-a obţinut punctul rotit în reperul (ZV,), se trece la reperul 
inițial (HV). - 

2) Rotaţia în jurul unei axe fronto-orizontale (fig. 130). Fie Z(z, z) axa 
îronto-orizontală şi M(mm') un punct care se roteşte cu un unghi « în jurul 
acestei axe. Rotaţia se transformă într-o rotaţie de nivel dacă se consideră 
ca plan orizontal un plan de profil. Unghiul de rotaţie « se proiectează pe 
planul lateral in adevărată mărime, iar proiecţiile punctului rotit sînt my 
şi mi, cu ajutorul cărora se construiește apoi proiecția orizontală m4. 

Ezerciţii 

1. Să se aducă o dreaptă oarecare, dată prin proiecţiile ei, să fie- dreaptă de capăt. 

£ 2 Să se rotească o dreaptă oarecare astfel încît să devină paralelă cu linia de pă- 
mint, > 

3. Să se rotească o dreaptă dată în jurul unei axe 
să treacă prin proiecția orizontală a unui punct dat. 


4. Se dă o orizontală şi un punct exterior ei; să se r 
să se aştearnă pe orizontala dată. 


My 


astfel încit proiecția sa orizontală 


otească punctul dat astfel încit 


NE 
---0. 
AETR] 
Eag 
za 


x 


Pa Aa 


Fig. 129 Fig, 130 
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5. Se dau două plane oarecare P şi Q ce nu sint paralele. Să se rotească unul din 
aceste două plane pia devine paralel cu primul., 

6. Să se rotească o dreaptă oarecare pînă devine dreaptă de profil, 

7. Se dau două plane oarecare P și Q. Prin rotire convenabilă, să se aducă aceste 
plane să coincidă. 

8. Să se rotească o dreaptă oarecare pînă ce se așază în planul bisector al doilea. 

9. Să se rotească un plan oarecare pînă devine plan de profil, 

10, Se dă un plan oarecare. Să se rotească astfel incit să devină perpendicular pe al 


doilea plan bisector. 5 A 
14. Se dă un plan şi un punct exterior. Să se rotească planul astfel ca distanța sa la 


punct să fio egală cu o distanță dată. y 
12. Se dau trei puncte A, B și C. Să se aducă, printr-o rotație convenabilă, C astfel 


încit să fie la egală distanță de A și B. 


C. Rabatarea 


Rotaţia planului unei figuri F pină coincide sau devine paralel cu unul 
din planele de proiecţie se numeşte rabatere. Axa este una din urme sau 
o dreaptă a planului paralelă cu una din urme. A rabate un punct sau o 
dreaptă înseamnă a rabate pla- 
nul determinat de punct şi de 
axă. Se obişnuieşte să se spună 
rabaterea punctului sau a dreptei, 
subînţelegînd însă că este vorba 
de rabaterea planului în care se 
găseşte punctul sau dreapta. 


a) Rabaterea planelor proiec- 
tante: 1) Plan proiectant faţă 
de planul H (fig. 131). Fie pla- 
nul [PP'] | [HI] şi un. punct 
M €|PP']. Pentru a rabate acest 
plan pe planul vertical, se ro- 
teşte în jurul urmei verticale P” 
pină coincide cu planul vertical. 
Punctele conţinute în plan se 
- 7 rotesc împreună cu el, descriind 

arce de cercuri care corespund 

aceloraşi unghiuri şi ale căror 
l je 2! plane sînt de nivel. Se recu- 
Pi Er noaşte în rabaterea planului pro- 
iectant față de [H] o rotație de 
nivel, a cărei axă este urma P’ 
a planului (fig. 132). Dacă punc- 
tul M(mm') € [PP], în ur 
ma rotației proiecția orizontală 
m — m, € OX, iar rabatarea Me 
a punctului M este dată de 
intersecţia dintre linia de ordine 
a punctului m, cu paralela la 0X 
Fig, 132 descrisă de m’, 
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So ştie că o figură plană 7 şi proiooția sa Ro aonală i pesun pamant 
două figuri afno, avind oa axă do afinitate dreapta do intersecție de 
planul gurii şi planul do proioopio. Folosind această PAR d an se pir 
rabataroa Fa a unoi liguri F, construirid transformata alină a uneia di 
proicoţiilo où (f sau f’), luind ca axă 
urma corespunzătoare a planului, Pon- 
tru aceasta esto novosară cunoaşterea 
unei porochi de puncte corespondente, 
care se obțin prin rabataroa unui sin- 
gur punct al figurii. 

Astfel, fie A ABC (abc, a'b'c') ELP P'] 
proiectant fapă de [Æ]. Pentru a afla 
adevărata mărime a triunghiului ABC 
prin rabatarea planului [PP'] ce-l 
conţine, este suficient să se cunoască 
rabatarea unui singur virf. 

În epură (fig. 133) s-a construit ra- 
batarea Ag pe planul V, a punctului 
(aa'). Laturile triunghiului a'b'c' sînt 
concurente în «, B şi ycu axa de'afini- 
tate (rabatere). Deci pe Ay &, care este Lig, 133 
afina dreptei aa, se găseşte Co = 
= a AoNe'Co, (Coc L P');f Aşi vCo, alinele laturilor Ba’ şiyc', au ca inter- 
secţie punctul Bo, care este cel de-al treilea virf al triunghiului Ag Bo Co: 


Observare. Deoarece proiecția orizontală (abc) a triunghiului este situată pe urma P 
a planului, nu se poate folosi metoda de mai înainte pentru a obţine rabatarea pe planul H. 
Figura (abc), fiind situată pe axa transformării P, este propria sa transformată. Pentru 
a rabate triunghiul ABC (fig. 134) pe planul H se roteşte planul [PP] al figurii în jurul 
urmei P. Rabatarea urmei verticale este P, | P în P,. Cum cotele virturilor triunghiului 
reprezintă în adevărată mărime distanţa lor la urma P, rezultă: Apa = a as, Bob = bb, 
Şi Coc = c'ex. Triunghiul Ag Bo Co este rabatarea triunghiului considerat, 


2) Rabaterea planelor proiectante fată de pla- 
nul vertical. Fie [PP'] un plan proiectant față 
de [V], care conţine triunghiul ABC (abc, 
4'b'c'). Pentru a afla adevărata mărime a aces- 
tui triunghi printr-o rabatere pe planul ori- 
zontal, se construiește rabaterea A, a punc- 
tului A(a, a'). Axa de afinitate este P şi 
perechea de puncte necesară determinării ali- 
nității este dată de A, şi a (fig. 135). Da- 
tura ab intersectează axa P în «, iar perpen- 
diculara dusă din b pe axa P intersectează Aa 
în Bo care este rabateroa punctului B(0,d'). 
Latura ac intersectează axa P în y, iar perpen- 
diculara dusă din cepe axa P intersectează tla 
Fig, 134 în Co caro este rabaterea wiriului C (ee) 
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Pentru a obține adevărata mărime a triunghiului ABC conținut în acest 
plan prin rabaterea po planul V (fig. 136), se folosește urma sa orizontală P, 
a cărei rabatere este Po L P’. Rabaterea Ao a punctului A(a, d) se găsește 


Fig. 135 Fig. 136 


la intersecţia dintre perpendiculara dusă în a! pe P’, cu perpendiculara dusă 
din a, pe Po, (axa = P.a, =a' Ap). Rabaterile celorlalte virfuri ale triunghiu- 
lui se obţin în mod analog. 


b) Rabaterea unui plan oarecare. 1) Se dă un plan oarecare; dacă raba- 
terea se face pe planul orizontal, urma orizontală P a planului este axa 
de rabatere (fig. 137). Cînd se rotește planul în jurul axei de rabatere P, 
punctele ce le! conţine descriu arce de cercuri ale căror plane sînt perpen- 
diculare pe axă; deci rabaterile lor se găsesc pe perpendicularele duse din pro- 
iecţiile lor orizontale pe axa de rabatere. Raza de rabatere este distanța o 
de la punct la axă. Aceasta este ipotenuza triunghiului dreptunghic ale cărui 
catete sint cota Mm şi distanţa mo de la proiecția orizontală a punctului 
la axă. Pentru a avea raza de rabatere în planul desenului, se roteşte triun- 
ghiul Mmo în jurul catetei mu, pină se aşterne pe planul orizontal. Cateta Mm, 
rotită, devine paralela mm, la axa de rabatere. Triunghiul mm,w este 
egal cu triunghiul Mmo; ipotenuza wm, = Mo, care este raza de rabatere 
a punctului M, se găseşte astfel în planul H. Rabaterea Mọ a punctului M 
este punctul de intersecţie dintre arcul de cerc descris din œ ca centru 
cu raza om, cu perpendiculara mw, dusă din proiecția orizontală a punc- 
tului pe axa de rabatere. Deci se poate enunţa următoarea regulă : 

Rabaterea unui punct este situată pe perpendiculara dusă din proiecția purc- 
tului pe urma corespunzătoare a planului, la o disianță de aceasta, egală cu 
ipotenuza triunghiului dreptunghic ale cărui catete sînt egale cu distanțele 
proiecțiilor punctului la proiecţiile de același nume ale azei de rabatere (proiec- 
tiile urmelor unui plan sînt situate pe ax). ` 

Aceasta se numeşte regula triunghiului de poziţie. 

Din cele de mai înainte rezultă următorul mers al construcţiilor în epură: 
Fie [PP] planul și M(mm') un punot al său (fig. 137, a). Pentru a rabate 
acest plan pe planul orizontal cu ajutorul punctului M, se duce din proiec- 


a 
4 


METODA DUBLEI PROIECȚII ORTOGONALE 89 
METODA DUBLEI EROIGMTEORTOGONAUE S i r a E E 


S . A . 3 ] VU S 
ţia sa orizontală m perpendiculara mo pe axa de r abatere. Punctul w este 


centrul de rabatere. Pe paralela din m la axa de rabatere se poartă cota 
punctului, luînd mm, = m'm, ; s-a obținut astfel triunghiul dreptunghic mmo 


Fig. 137 Fig. 137, a 


ES 


a cărui ipotenuză mw este raza de rabatere. Punctul Mo, rabaterea 
punctului M, este intersecția arcului de cerc descris din œw ca centru şi orų 
ca rază, cu mo. 

Se observă că wm intersectează cercul descris cu centrul în œ, în două puncte 
care sînt rabaterile punctului M, corespunzătoare celor două sensuri în care 
planul P se poate roti pentru a se aşterne pe planul M. Cum în problema 
rabaterii nu intersectează sensul în care se roteşte planul, se alegt acela 
care aduce operaţiile grafice în partea 
mai liberă a epurei. 

Punctele care se află pe axa de rabatere 
sint propriile lor rabateri. 

Planul este complet rabătut dacă se cu- 
noaște rabaterea unui singur punct al său. 

Deoarece rabaterea Fo pe un plan a 
unei figuri plane F și proiecția ei ortogo- 
nală f pe același plan sint figuri afine, se 
foloseşte această proprietate pentru sim- 
plificarea operaţiilor grafice de rabatere. 

Astfel: să se afle adevărata mărime a 
triunghiului ABC (abc, a'b'e') e[P, P] 
printr-o rabatere pe planul H (fig. 138). 
Axa de afinitate este axa de rabatere P. 
Perechea de puncte corespondente care 
determină trânstormarea afină esto în 
epură (c; Co), unde Co este rabaterea 
virfului C, obținută cu ajutorul triun- 


Fig. 139 
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ghiului de poziţie ce,w, (cc, = e'€,). Triunghiul Ag BoCo obţinut prin trans- 
formarea afină a triunghiului abc este adevărata mărime a triunghiului dat. 


2, Rabatarea unui plan cu ajutorul unui punct situat pe una din urmele sale. Se con- 
sideră planul [PP] şi punctul w € P’, a cărui proiecţie o EOX (fig. 139). Raza de ra- 
batare oste v'w |. P, iar rabatarea Ao’ Pro, 
dreptunghic în w, este A w Py Vo 

eoarece A o'Pro = A VPzo, rezultă 


Pxo’ = Px Vo. Deci reiese următoarea construc- 
ție (fig. 140) pentru rabatarea planului: din 
proiecția orizontală v a unui punct (00) € P’ 
se duce perpendiculara vw pe axul P, iar 
din P, ca centru se descrie un arc de cerc cu 
raza Po’. Intersecţia dintre vw cu arcul de 
cerc descris este Vo, rabatarea punctului con- 
siderat. Dreapta Ps Vo= Po este rabatarea 
urmei verticale a planului. 

Această metodă în care triunghiul de pozi- 
ție este înlocuit prin triunghiul format de ur- 
mele planului şi dreapta de cea mai mare pantă 
a punctului considerat se întrebuinţează deseori. 

Pentru rabatarea pe planul V, se consideră 
un punct situat pe urma orizontală a planului. 
După cele două sensuri în care se poate roti 
planul [PP] se obţin rabaterile Po şi Pt. 


c) Ridicarea rabaterii. Ridicarea ra- 
baterii este operaţia inversă rabaterii 
şi împreună cu operaţia rabaterii con- 
stituie metoda  rabaterii. 

1) Ridicarea rabaterii unui plan protec- 
tant. Se consideră rabaterea unui plan per- 
pendicular pe planul vertical, dată prin 
urma P | ÔX şi punctele A și a, care sint 
rabaterea şi proiecția orizontală a unui 
punct A (a, a') conţinut în planul dat. 
Ridicarea rabaterii constă în determina- 

Fig. 140 rea urmei verticale P'a planului (fig. 141). 

Operaţiile grafice sînt inverse celor făcute 

la rabatere. Astfel, din Ag se duce Aoa, 0X, și din Py, ca centru cu raza P-a, 
se descrie un arc de cerc, care este intersectat în a' de linia de ordine dusă 
din a, Proiecţia verticală a punctului dat este d, iar a' P, este urma P’. 

2) Ridicarea rabaterii unui plan oarecare (fig. 142). Se dă rabaterea pe 
planul Æ a unui plan, prin urma orizontală P și punctele Ao și a, cu ad, L P, 
care sint rabaterea și proiecția orizontală a unui punct situat în plan. Pentru 
a ridica rabaterea planului este suficient să se găsesacă proiecția verticală a 
a punctului dat, Dreapta Aod, intersectează axa de rabatere in o, care este 
centrul de rabatere, iar wAy este raza de rabatere; deci cota punctului este 
segmentul aa, determinat pe paralela dusă din a la P, de punctul a şi de 
intersecția d, intre această paralelă cu arcul descris din œ ca centru şi Ao 


ca rază, 
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Cunoscind proiecţiile a, a’ ale punctului A € [PP] şi urma orizontală P 
a acestui plan, se duce prin acest punct o dreaptă oarecare, a cărei urmă 
verticală v', impreună cu P,, determină urma verticală P a planului (în 


p 
P 


Fig. 141 


epură, dreapta considerată este o orizontală). Pentru ca problema să fie posi- 
bilă trebuie să avem Aoo > wa. În mod analog se procedează dacă s-ar 
fi dat rabaterea pe planul vertical. 


Aplica 

a PEAN de la un punct la un plan (fig. 143). Fie [PP] planul şi M (m,m') un punct 
exterior, Distanța de la punct la plan este segmentul de perpendiculară dusă din punct 
pe plan, cuprins între punct și piciorul perpendicularei. 

Deci din m și m se duc perpendiculare pe urmele planului. Acestea sînt proiecţiile 
perpendicularei dusă din M pe plan, a cărei intersecţie cu planul este punctul 7 (:,:). 
Deci proiecţiile distanţei căutate sint mi şi m't’. Pentru a găsi adevărata mărime a acestui 
segment se rabate pe planul orizontal planul său proiectant cu ajutorul punctului (70), 
care este urma verticală a dreptei de intersecţie dintre planul [PP] cu planul ce se rabate; 
voh este rabaterea acestei drepte. Punctul M se rabate în Mo, iar distanţa căutată este Molo- 
Ca verificare, perpendiculara ridicată în i pe mo trebuie să fie concurentă cu koo în To- 

b) Unghiul a două drepte concurente. Fie unghiul format de dreptele concurente (hi, hi”) 
și (ki, Ki). Pentru a găsi adevărata lui mărime a unghiului, se rabate planul determinat 
de aceste două drepte pe planul H. Pentru aceasta se află urmele orizontale h şi k ale 
dreptelor date, Dreapta hk este axa de rabatere. Punctele k şi k, fiind situate pe axa de 

4 , rabatere, sint propriile lor, rabateri (h=ho; k= ko). 
Deci se rabate numai punctul lor de concurență 
I (i, 1); (fig. 144). 


Fig, 143 Fig. 144 
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Triunghiul de poziţie care este ici, dă raza şi centrul de rabatere; iar rabaterea vir- 
fului este Ze. Deci adevărata mărime a unghiului dat este X hoko. 
o) Determinarea dreptei ce face unghiuri date cu planele de proiecție (fig. 145). Fie dreapta 
din spațiu ho”, ale cărei proiecții sînt Av şi h'o’, care face cu planele de proiecţie unghiu- 
rile x şi B date. 


h 
Fig. 145 Fig. 146 


Unghiul a pe care dreapta îl face cu planul orizontal se obţine prin rabaterea pe planul V 
a planului ce proiectează dreapta pe planul orizontal. Astfel, punctul 4 vine în k, pe OX 


şi AC vh, OX = E (oh, este adevărata mărime a segmentuui de dreaptă cuprins între 
urmele sale). 


Se observă că A v'h'h este dreptunghic. Ipotenuza v'k face cu planul vertical unghiul B. 


PN 
Deci dacă se construieşte pe planul vertical triunghiul h,a cu < hoth, = B, cateta v'ha 
este mărimea proiecției verticale a segmentului cuprins între urme situat pe dreapta cău- 
tată. De unde rezultă următoarele construcţii în epură (fig. 146) : într-un punct h,, situat 
! pe linia de pămint Y, se construieşte unghiul « pe care dreapta îl face cu planul orizontal, 
a cărei una din laturi este linia X. Într-un punct oarecare v’ al laturii ko’ care se consideră 
drept urmă verticală a dreptei căutate se construieşte unghiul B cu această latură. Apoi 
se duce hh, | v'h,. Pentru a afla proiecția verticală v'4' a dreptei, se aduce punctul h, 
în k pe linia de pămint printr-un arc de cerc cu centrul în o’. Proiecţia orizontală este 
determinată de ọ şi de punctul 4 de intersecţie dintre linia de ordine dusă din k’ cu 
arcul de cerc descris din o ca centru și oh, ca rază. 


Discuţie. Pentru ca problema să fie posibilă trebuie ca cercul, descris din o’ ca centru 
şi cu ho ca rază, să intersecteze linia de pămînt sau să-i fie tangent. 


Deci : o'o < v'ha. Însă: o'o = hv’ sina şi g'ha = oh, cos B. 
Astfel, condiția de mai înainte devine : 
ho sin a S v'h, cos B 
sau 
sin a SS sin = — B), 


t 


adică : 


|a 


a + Bs. 


bo 


b 


Aceasta este condiția necesară şi suficientă pentru ca problema să fie posibiliă. 


IEA T ha 
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Deoarece cercul: descris din o’ ca centru și cu raza p'h, intersectează în paa a 
de pămînt în două puncte, iar liniilo de ordine coborite din aceste pangie in rea pr 
cercul descris din v ca centru și øh; ca rază în cite două puncte, roz it E pri påmint 
în general patru soluţii. În cazul cînd cercul de rază oh, este, 4 7 per dpi 
sint numai două soluţii, și nu există soluţie în cazul cînd linia de pămint nu i se 
tează acest cerc. Orice dreap- 
tă paralelă cu dreapta găsită 
răspunde problomei. 

d) Plan care trece printr- 
un punct și face unghiuri 
date cu planele de proiecție 
(fig. 147). Fie M (m,m) 
un punct oarecare. Dacă 
unghiul dintre două plane 


Pşi Q este x = [P] [Q], a- 
tunci unghiul œ; pe care 
îl face o dreaptă nor- 
mală pe planul Q, cu pla- 
nul P, este complementul 
e) T 


PN PN 
unghiului a IE + o za . 


Demonstrația este evidentă. 
Prin urmare, pentru a con- z 
strui un plan ale cărui un- e Sen 

ghiuri cu plancele de proiecție 

PN PN 

să fie « şi B, se consideră normala pe acest plan ale cărui unghiuri cu planele de proiecţie 
Sine ca S — a şi f4= = — B. Planul perpendicular pe această dreaptă, dus prin M, 
este planul căutat. 

În epură se construieşte dreapta (ho, h'o’) care face cu planele de proiecţie unghiu- 
rile a, şi fu, după cum s-a arătat mai înainte. Planul perpendicular pe această dreaptă 
care trece prin punctul (m,m/') se obţine cu ajutorul unei orizontale (mw, m'w’) ce trece 
prin punct; (mw -| ho). Urmele P' şi P ale planului căutat se obţin ducind P’ | Wo 


Şi P_| ho. Problema are patru soluţii, două sau nici una. Pentru ca să fie posibilă, trebuie 


ca e aa Şi Bı, pe care dreapta le face cu planele de proiecţie, să îndeplinească 
condiţia : ; 


T 
Ca + — 
at Pas 7 
sau : 
T T TE 
— — «+ — — ai, 
2 ph pape Sea 
de unde: i 
a+p> 


Deci, pentru ca problema să fio posibilă, trebuie ca suma unghiurilor pe care planul 
le face cu planele de proiecţie să tie mai mare decit două unghiuri drepte. Dacă a +8= = 


z 
— s 


Planul este parale! cu linia de pămînt. s 


ATEN IRI GEOMETRIE DESCRIPTIVA 
A ai ce cae ei ear OSULUI VĂ 
d) Proiecţia cercului. 1) Fie cercul cu centrul O. Planul pe care se proiec- 
tează acest core trece prin diametrul său AA, (fig. 148). Pentru a găsi curba 
după Caro se proiectează se consideră diametrul BB, | AA, și B’ proiecția 
punctului B pe planul de proiecţie. Unghiul plan corespunzător diedrului 
B dintre planul cercului și planul de proiecție este 
BOB. Se ia: OF = OF” = BB, şi fie M un 
punct al cercului, a cărui proiecţie pe plan 
este M’. Locul geometrie descris de M’ este 
curba după care se proiectează cercul. Pentru a 
afla această curbă, din M’ se duce M'N | AA. 
Dreapta MN, după teorema celor trei perpen- 
diculare, este perpendiculară pe AA,, iar din 
triunghiurile dreptunghice asemenea : A BOB’ ~ 
~ A MNM’ rezultă : 


Fig. 148 MM? = BB (1) 
MN OB 


Dacă se construiește diametrul MM, iar din F se duce FP | MM, se for- 
mează : AOPF ~ AOMN, ca triunghiuri dreptunghice ce au unghiul ascuțit 
din O comun. Din aceste triunghiuri rezultă : 


PF MN 
TE LMN, (2) 
OF OM 


Cum: OM = OB, ca raze ale aceluiași cerc, și ţinind seama de (1), rela- 
ţia (2) devine: 


PE _ MM, 
5 OF BB’ 
Deoarece BB' = OF, rezultă : 
PF = MM'. (3) 


Observăm că A PFM = A MFM’, ca triunghiuri dreptunghice, care au 
cite o catetă egală (3) și ipotenuza MF comună. 


Prin urmare : 
MP = FM. (4) 
Dacă se uneşte F cu M, şi P' cu M, patrulaterul MFM,F” este un para- 
lelogram, deoarece diagonalele sale FF’ şi MM, se taie în părţi egale. 
Deci: 
FU= FM. (5) 
Triunghiurile dreptunghice A F'MM’ = A PM, F, deoarece au cîte o catetă 
egală (4) și ipotenuzele egale (5). 
Rezultă : 


PM, = F'M'. (6) 
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Adunind relaţia (4) cu (6), se obține: 
FM' + F'M' = MP + PM = MM, = 2R, 
unde R este raza cercului proiectat. Această relaţie fiind valabilă pentru 
orice unghi æ care satisface condiţia 0 < d < E „se poate enunța teorema: 


Proiecţia oriogonală a unui cerc pe un plan oarecare este o elipsă a car 
axă mare este egală cu diametrul cercului. 


ei 


Observare. Dacă se consideră diametrele 44,și BB, situate pe axele nyi Sie ten qe coordon 
nate rectangulare cu originea în O (fig. 148), atunci lungimea perpendicu arei dusă in ingan 
unct al elipsei sau al cercului pe AA, este ordonata, iar distanța piciorului perpen icu- 
arei la O este abscisa punctului. Din triunghiurile asemenea OBB’ şi MN'N rezultă relația : 
M'N _ OB! 
MN OB 

Deci : raportul ordonatelor M'N și MN a două puncte de pe elipsă și de pe cerc care au 
aceeaşi abscisă este egal cu raportul dintre axa mică către axa mare a elipsei. : 

Din această observație se deduce o construcție prin puncte a unei elipse cînd i se cunosc 
axele (fig. 149). Fie AA, şi BB, axele unei elipse. Pe AA, şi BB, ca diametre se descriu 
cîte un cerc. Dintr-un punct oarecare M de pe cerc se duce MN | AA,. Pentru a găsi 
punctul corespunzător de pe elipsă care are aceeași abscisă ON, se reduce ordonata MN 
într-un raport egal cu acela al axei mici OB către axa mare OA. Pentru aceasta, 
se uneşte O cu M. Raza OM intersectează cercul mic în P. Paralela dusă din P 
la AA, taie MN în punctul M’, care este un punct al elipsei, deoarece avem: 


În acest mod se pot construi un număr suficient de puncte care se unesc printr-o trăsătură 
continuă. 


2) Epura cercului (fig. 150). a) Cerc cuprins într-un plan proiectant. 

„Fie planul proiectant [PP'] față de planul vertical în care este con- 
ținut un cerc cu rază R și al cărui centru Q (w, 6”) este dat. Deoarece 
planul este proiectant faţă de planul vertical, 
proiecția verticală a cercului este total defor- 
mată și este segmentul bbi = 2R, situat 
pe urma P’. 


Fig, 149 
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Proiecţia orizontală a cercului este o elipsă a cărei axă mare aa = 2R 
corespunde diametrului de capăt proiectat vertical în punctul a 4 cu 
proiecția aa, || P. Axa mică a elipsei este proiecția diametrului cercului situat 
pe linia de cea mai mare pantă a planului [PP'] față de planul orizontal 
care trece prin (w, œ’). Proiecţia orizontală a acestui diametru este bb, | P. 
Cele două axe determină elipsa care este proiecția orizontală a cercului dat. 

B) Proiecţiile unui cerc cuprins într-un plan oarecare (fig. 151). Fie (0,0) 
centrul unui cerc de rază R cuprins în planul [PP')]. 

Pentru a afla proiecţiile acestui cerc pe planele reperului, se rabate planul 
său pe planul Æ şi din cp, ca centru, se descrie cercul cu raza Ayo = R. 
Axa mare a elipsei după care acest cerc se proiectează pe planul H este 
ab = A9By, situată pe orizontala (wv, 'p'), care trece prin centrul cercului. 
Axa mică este perpendiculară pe ab şi se obţine construindu-i extremitatea c, 
ca intersecţie dintre perpendiculara pe ab dusă prin w, cu ab, afina dreptei 
ByCo. Extremitatea d se construiește prin simetrie (co = œd). Axele ab 
şi cd determină elipsa care este proiecția orizontală a cercului. 

Axa mare a proiecției verticale este situată pe frontala (wh, 6'h') pe care 
se ia: og = ol =. 

Axa mică este proiecția verticală a diametrului cercului situat pe linia 
de cea mai mare pantă, față de planul V, care trece prin (o, œ’). Raba- 
terea kwo a acestui diametru intersectează cercul în Eo, a cărui proiecție 
verticală e’ este una din cele două extremități ale axei mici. A doua extre- 
mitate se construiește prin simetrie : e'o' = f'w'. Cunoscind aceste axe, se 
construieşte elipsa care este proiecția pe planul vertical a cercului dat. 


e) Rabaterea pe un plan de nivel sau de front (fig. 152). Rabaterea pe un 
plan de nivel sau de front se foloșeşte atunci cind prin rabatere unele puncte 


Fig. 151 


a 
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Astfel, fie un plan P, şi M unul din punctele unei figuri F, conţinute în 
[P]. Cota Mm a punou M (fig. 152) are o lungime astfel încit prin raba- 
terea figurii F pe planul H iese din cadrul epurei. ee a 

Dacă planul acestei figuri se rabate pe un plan de nivel . rn l PF. 
atunci rabaterea Fo a figurii date pe planul N are ca proiecție, pe planul H, 


Fig. 153 Fig. 154 


figura fo = Fo, situată în cadrul desenului. Cotele punctelor figurii F‘ 
care intervin în această rabatere, se iau în raport cu planul pe care se face 
rabaterea, iar axa de rabatere este orizontala ¢'œw,, după care se intersec- 
tează planele P şi N. 

Fie în epură (fig. 153) planul [PP], şi M(mm’) un punct al său. 

Pentru a obține rabaterea acestui plan pe planul de nivel V’ cu ajutorul 
punctului M, se construiește triunghiul de poziție wmm, în care cateta 
mm, este egală cu cota punctului M în raport cu planul de nivel : mm, =m my. 
Axul de rabatere este vw, iar rabaterea punctului este My. 


Aplicaţii 


a) Distanţa de la un punct la o dreaptă (fig. 154). Fie D (dd) dreapta şi M (mm”) 
punctul a cărui distanță la dreaptă se caută. Pentru a găsi această distanţă se rabate planul 
determinat de dreaptă şi punct, pe planul de nivel care trece prin M. Urma verticală N’ 
a acestui plan trece prin m’. Planul de nivel este intersectat de dreapta D în punctul 
a cărui proiecţie verticală este a’, iar planul determinat de dreaptă şi M este secţionat 
de planul de nivel după orizontala a cărei proiecţie pe planul H este ma. Dreapta ma este 
axa de rabatere. Punctele M şi A, aflindu-se pe axa de rabatere, sînt propriile lor raba- 
teri: (m= Mo) şi (a = 4o). N 

Pentru a obține rabaterea Do a dreptei D, este suficient să se rabată un punct (q9”) 
al siu AeL A9Qo = Do este rabaterea dreptei D. Distanţa căutată este dată de seg- 
mentul mN o j 7 

Ridicind rabaterea punctului No, se obțin proiecţiile distanței căutate. 

b) Adevărata mărime a unui triunghi A BC, dat prin proiecţiile sale (fig. 155). Se găseşte 
adevărata mărime a acestui triunghi printr-o rabatere pe un plan de nivel care trece prin 
unul din virturile sale şi taie latura opusă. În epură, sai de nivel care trece prin virful 


A (a, a) taie latura opusă BC în M (m,m'). Orizontala (ama'm') a planului triun- 
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ghiului ABC este axa de rabatere. Virtul A (a, a”) şi punctul (mm’), fiind pe axa de raba- 
tere, sînt propriile lor rabătute. ș 
Se construieşte direct rabaterea Bo a virtului (b, b’). Avind axa de afinitate ma — 
care e axa de rabatere — și perechea de puncte corespondente b, Bo, rabaterea AoBoCo 
este afinul triunghiului abe. 
+C) Unghiul a două plane (fig. 156). Deoarece normalele duse dintr-un punct oarecare 
din spațiu pe două plane P şi Q tac între ele un unghi egal cu suplimentul unghiului 
diedru al celor două plane, problema 
unghiului a două plane se reduce 
la aceea a unghiului dintre două 
drepte. 
ie [PP'] şi [QQ] două plane 
date prin urme. Dintr-un punct 
M (m, m”) se duc perpendiculare pe 
cele două plane. Proiecţiile lor sînt : 
ma | Q; ma LQ şi mb LP; 
AP aL Ii o 
Se poate face rabaterea acestui 
unghi pe un plan de front F, care 
intersectează planul unghiului după 
frontala (ab, a'b’), care este axa de 
rabatere. 
Punctele (a,a’) şi Bt), găsindu-se 
e axa de rabatere, sint propriile 
or rabateri, iar virful M se rabate 
în Mo. Deci adevărata mărime a 
unghiului dintre cele două drepte 


este B= b'Moa', iar unghiul dintre 
cele două plane este suplimentul 


său a 
Exerciţii 


1) Se dau A, B, C prin proiec- 
ţiile lor. Să se găsească proiecţiile 
cercului care trece prin aceste 
puncte. 

2) Se dau proiecţiile unui seg- 
ment (mn, m'n’) şi a două punc- 
te a şi B coplanare cu segmentul 

at. 

Să se găsească proiecţiile punc- 
tului egal depărtat de cele două 
puncte date şi extremitățile seg- 
mentului (mn, m'n’). 

3) Se dă un punct P în spațiu 
şi o dreaptă conținută într-un plan 
de profil; să se construiască per- 
pendiculara din punct pe dreaptă. 

4) Se dau planele PP’ şi QQ” 
concurente. Să se construiască pla- 
nul bisector al unghiului lor diedru. 

5) Se dă un plan PP’ şi un 
punct (aa) în afara acestui plan. 

Să se ducă din acest punct o 
dreaptă care să facă un unghi dat 
cu planul. 


Fig. 155 
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6) Să se găsească unghiul dintre un plan perpendicular pe al doilea şi un plan 


oarecare. 

7) Să se găsească pe o dreaptă dată AB un punct a c 
să fie o lungime cunoscută. 

(Proba scrisă la concursul „Gazetei matematice“ 1912). s 

8) Să se găsească unghiul unei drepte, definită prin proiecţiile sale, cu planul bisector 
al diedrului 7 şi Pa cu un plan oarecare trecînd prin linia de pămînt (Concursul „Gazetei 
matematice” 1910.). 


PN 
9) Să se construiască urmele unui plan căruia i se cunoaşte unghiul « pe care-l face 


PN . . . 
cu OX, precum şi proiecția lui « pe planul orizontal (Punct parţial din lucrarea scrisă 
de la Facultatea de chimie industrială a Politehnicii din Iaşi — noiembrie 1945.). 

10), Se dau proiecţiile verticale a două drepte D şi D, şi proiecţiile a două puncte A şi A, 
situate pe aceste drepte. Să se determine proiecţiile lor orizontale, astfel încît cele două 
drepte să se intersecteze sub un unghi dat. j A 

R. Se va folosi o schimbare de plan, pentru ca dreapta AA, să devină orizontală. 


i distanță la un plan dat P 


CAPITOLUL IV 
AXONOMETRIE 


S-a arătat (cap. II, g) că axonometria! este o metodă de reprezentare plană 
a spaţiului, a cărei problemă fundamentală 2 este determinarea proiecției 
unei figuri F pe un plan oarecare c, dacă sînt cunoscute proiecţiile ei pe două 
din planele triedrului tridreptunghic 0.XYZ. Acest mod de reprezentare 
arată strînsa legătură dintre geometria analitică şi cea descriptivă 3. 

Sistemul de proiecţie folosit fiind cel paralel, cu proiectantele ortogonale 
pe planul o de reprezentare, se vor folosi toate proprietăţile proiecției para- 
lele. În cele ce urmează se studiază mai larg acest sistem de reprezentare, 
dată fiind utilitatea sa practică. 


1. Proprietăţile triunghiului axonometrie (fig. 157) 


Fie 0.XYZ un triedru tridreptunghic. Un plan oarecare o intersectează 
muchiile triedrului în punctele: A, B și C. Se notează tăieturile pe axele 
triedrului, făcute de planul o, prin: OA = p, OB = q şi OC = r, iar laturile 
triunghiului axonometric prin a, b şi c. Din triunghiurile dreptunghice AOB, 
BOC şi BOA rezultă: 


q +r? =a?; r? + p? = b? şi pP HES e. 
Adunind prima relație cu a doua, se obține : 
a? + b? = q? + p? + 2r? > p2+ 93, 


1 Axonometria sau aşa-zisa proiecție axonometrică a fost fundată de William Fa- 
risch, matematician englez (1759—1837). Teoria sa a fost expusă în memoriul On 
isometrical Perspective — Cambridge 1837. Iar inginerul Giovanni Codazza 
(1816—1873) a prezentat, în memoriul Sopra un metodo di prospettiva pel disegno di machine, 
primele aplica yi E 

2 Gino oria Geometria Descrittiva. 3 ; 

3 Julius Weisbach, Die monodimetrische und axonometrische Projections- 


methode. Polytechnische Mitheilungen, 1844. 


Kem 
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deci: 
a? + b2 > e? 


și în mod analog: c? + a? >b? gi bb H >a. : ; 
Deci : Triunghiul azonometric este întotdeauna un triunghi ascuțitunghi. 

Planul proiectant al axei Oz față de planul axonometric fiind perpendicular 
pe planul z0y cit şi pe planul axonometric, deoarece conține cite o per- 
pendiculară pe aceste plane, este per- 
pendicular și pe dreapta lor de inter- 
secție AB. Deci CMU|AB. Analog: 
ANICB şi BPI AC. Adică: azele 
azonometrice sînt înălțimile triunghiului 
axonomelric. 

Deoarece punctul O’ se găseşte la inter- 
secţia proiecţiilor axelor de coordonate 
pe planul axonometric, rezultă că: în 
azonomeiria ortogonală, proiecția originii 
pe planul axonometric este punctul de 
concurență al înălțimilor triunghiului 
axonometric. 

Cum triunghiul axonometric este în- 
totdeauna un triunghi ascuţitunghi, re- 
zultă că O’ este întotdeauna în interiorul 
triunghiului şi prin urmare  azele Fig. 157 
azonometrice formează unghiuri obtuze. 


2. Coeficienți de reducere. Seară (fig.158) 


A AŞ A A 

| Notindu-se cu a = Ox -0'A, B= 0y ÒB AEO) Zoe şi luîndu-se 
o unitate de lungime ų, care se poartă pe axele de coordonate, se obţine: 
u = 0a = Ob = Oc. Proiecţiile acestei 
lungimi pe axele axonometrice sint 
ü, = O'a', u, = 0'b' şi u, = O'c'. În- 
tre acestea şi unitatea de lungime u 
există relațiile : 

VU COS 4; U =u cos B; u, =u COS y; 


A AN A 
dacă tunci 
acă «B £y, atunci u, Æ w, Fuz- 
N N 
Deoarece cosinusurile unghiurilor «, f 


ȘI y sint mai mici decit unitatea, în- 
seamnă că: u,<u, Uy <U Și u, <u. 

Pentru acest motiv, COS æ, cos f, 
cosy se numesc în axonometria orbo- 


Fig. 158 
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gonală coeficienți de reducere. Dacă se divid axele O'X’, O'Y’, OZ! în por- 
ţiuni egale cu u,, ü, ȘI U, se obţin scările axelor. 


Observare. Dacă planul axonometric se deplasează paralel cu el însuși, triunghiurile 
axonometrice rezultate sînt asemenea și prin urmare unghiurile «, B, y, ca și unghiurile 
dintre axele axonometrice rămîn neschimbate. Deci, dacă se dau axele O'X’, O'Y’ şi O'Z” 
(fig. 158, a), se poate construi unul dintre aceste triunghiuri, luînd un punct oarecare A 
situat pe unul din axe (în epură, A€ O'X’), din care se duce AB L 07. A 

Punctul B este intersecţia dintre perpendiculara considerată şi axa O'Y’. ‘Triunghiul 


se completează prin AC 1 O'Y’ (CE O'Z’). 


g, 


Fig. 158 a Fig. 458 b 


Construcția scărilor. Se cunosc axele axonometrice O'X’, O'Y’ și O'Z’ şi 
unitatea de lungime u. Cele trei scări sînt proiecţiile ortogonale ale segmen- 
telor Oa = Ob = Oc = u, situate pe axele triedrului O. XYZ. 

Pentru a construi, spre exemplu, scările corespunzătoare axelor O'X’ și 
O'Y', se rabate planul XOY pe planul axonometric, avînd ca axă de raba- 
tere AB, care este latura unui triunghi axonometric ce corespunde axelor 
date. Originea O a triedrului se rabate în 0, pe semicercul descris pe AB 
ca diametru. Axele considerate au ca rabateri : OA şi OB (cu 0,41 0B). 

Din O, ca centru (fig. 158, b), se descrie cercul cu raza egală cu w, care 
intersectează A0 şi OB în ao şi bo, ale căror proiecţii sint O'a' = u, și 
0'b' = u,. În mod analog se construiește scara axului o'z. 


3. Relația fundamentală a axonometriei ortogonale (fig. 159) 


Fie 0.XYZ triedrul fundamental, [ABC] planul axonometric şi 0” proiecția 
ortogonală a originii O pe acest plan. Se notează cu «,f' şi y’ unghiurile 
pe care normala 00! la planul ABC le face cu axele 0X, OY şi OZ. Dacă 


i. 
“4 
A 
| 
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mamaa EEEE 


w me a re 


se proieoteazii O’ pe axelo OX, OY, OZ în Os, 0, şi 0, 80 obţin relaţiile ; 
00, = 00" 008 t = 00' sin & (& -| a”) sa a 
00, = 00! cos B' = 00' sin 6 
00, = 00' cos y' = 00' sin y 
sau : 
00; -+ 00; -+ 00: = 00'2 (sin?a -+ sin? B + sin); 
dooarece : 
00; +00, + 00; = 00", 
relaţia precedentă devine : 
sin?a + sin26 + sin?y = 1 
sau : 
cos2a + cos28 + costy =2. (1) 
Deci: În azonometria ortogonală suma 


pătratelor coeficienţilor de reducere este 
constantă şi egală cu doi. 


a) Determinarea grafică a unghiu- 
rilor «, B şi y (fig. 160). Pentru a afla Fig. 159 


y = 0Z.0'Z' (O este originea triedrului tridreptunghie O. XYZ), dintr-un 
punct A al axei0'Z' seduce AB LO'Z'; iar C, = ABNO'Z'. Triunghiul COC, 
este dreptunghic în O, iar CC, este ipotenuza. Rabaterea în jurul ipotenuzei 
pe planul axonometric a triunghiului COC, este triunghiul CO,C,, iar 


<ÎCCO, = 4(0Z, 0'Z') = y. Celelalte unghiuri se află în mod analog. 


b) Determinarea axelor (fig. 161). Se dau unghiurile « şi y. Pentru a deter- 
mina axele se ia în mod arbitrar axa Z’, pe care ca latură într-un punct 


Fig. 160 
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oarecare C al său se construieşte unghiul y. Pe axul Z’ so ia arbitrar seg- 
mentul CC, ; semiceroul cu diametrul CC, intersectează a doua latură a unghiu- 
lui y în O*, Triunghiul C,CO* este rabaterea po planul axonometrio a tri- 
unghiului dreptunghic a cărui una din catete este OC, situată pe axa OZ a 
triedrului. Ipotenuza CC, este proiecția ortogonală a acestui triunghi pe pla- 
nul axonometric, Deci 0’ este proiecția originii, ji C un virf al triunghiului 
axonometric a cărui latură opusă este perpendiculara în C, pe CC,. 
; Dacă se notează cu A virful unghiului « (A € OX), se observă că triunghiu- 
rile OAO’ şi OCO', din spațiu, sint dreptunghice, avind 00' catetă comună, 
care se opune, în cele două triunghiuri, unghiurilor « și B. Deci dacă se con- 
sideră rabaterile acestor triunghiuri pe planul axonometric, astfel ca O'A 
să se aştearnă pe O'C, atunci rabaterea unghiului a este unghiul ascuţit 
care se opune catetei 0'0*. Punctul A' € O'Z’ se obţine ducind din 0”, o 
paralelă la latura unghiului egal cu « construit într-un punct oarecare (nefi- 
gurat în epură) al axei Z’. Una din laturile acestui unghi este situată pe 0Z'. 
Punctul A, care împreună cu 0O’ determină axa O'Z’, este intersecţia dintre 
perpendiculara dusă din C, pe O'Z’, cu arcul de cerc descris din O’ ca centru 
şi O'A” ca rază. Axa Y' este determinată de punctul B, care este inter- 
secţia dintre AC, cu perpendiculara dusă din C pe O'A. 


4. Clasificarea reprezentărilor axonometrice ortogonale 


După poziţia planului axonometric față de axele triedrului 0.X YZ rezultă 
următoarele tipuri de axonometrie ortogonală : 


a) Dacă « = B = y, axonometria se numește izometrică, planul axono- 
metric taie segmente egale pe axele triedrului 0.XYZ, triunghiul axono- 
metric este echilateral, iar axele axonometrice fac între ele unghiuri de 120°. 

Din relaţia fundamentală (1) rezultă valoarea coeficienţilor de reducere, 
care este dată de: 


3 cos?a = 2 `, cos a = | — = cos 35°46’ = 0,816. 


Scările axelor sînt egale între ele, iar coordonatele raportate la triedrul 
0.XYZ se multiplică cu 0,816. Deoarece acest; coeficient nu este practic, coor- 
donatele nu se mai reduc, ceea ce revine la mărirea scării desenului în ra- 


portul : 
| = 1,204. 
2 


Perspectiva izometrică nu dă în toate cazurile o perspectivă expresivă. 
b) Dacă numai două dintre unghiurile o, B, y sint egale între ele, perspec- 
A A 


A ` A 
tiva axonometrică se numeşte dimetrică. Fie « = B Æ Y atunci planul axo- ; 
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nomotrio taie po axelo OX şi OZ alo triedrului fundamental segmente egale 


şi triunghiul axonomotrio osto isosoel. 
Dacă so puno : 
COS « 
cos f EE 
so obține din (|): 


9 costy == 8 '. cosau = LEI: 20,94 și cos B = 0,47; 


dooareco valorile obținute sint foarte aproape de 1 și 0,5; coeficienții de redu- 
core sint 1 pontru axelo O'X’ şi O'Z’ și 0,5 pentru axul 0'Y'. În acest caz, 
soara osto multiplicată cu: 


E 4,06. 
4 


Pentru a afla unghiurile dintre axele axonometrice, se presupune că planul 
axonometrio taie, pe axelo OZ și OX, segmentele OA = OC = 41 (fig. 162). 


În acest oaz, AC = V3, iar AO' = 0'C şi AB'= B'C. 
Doci : 


2) 2 
3 


Se notează cu 0 = 4 B'O'C; atunci din AB'O'C' dreptunghic în B’ se 
obţine : 


Din ACOO' dreptunghic în O’ rezultă : O'C = OC cos y= 


Bo _Va , 2/2 8 


sin 0 = = 
0'C C 2 $ 3 4 0,75, 


de unde: 
P = 48%35/, 
Cum: 4CO'B = <A AO'B, rezultă X CO'A = 48%35' x 2 = 97910. 


„Celelalte unghiuri ale axelor axonometrice sînt egale cu jumătatea din 
diferența 360%—97%10'; adică 131%. 


Pentru a construi poziţiile axelor (fig. 163) se observă că tg 7*10' ~ aviar 


tg 41%25/25 2., De unde rezultă următoarea construcție : în O’ se duce o per- 
pendiculară pe O'Z’, pe care se poartă de o parte şi de alta a punctului 0’ 
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opt diviziuni. Pe erpendicularele duse în punctele de diviziune 8, se iau 
de o parte 7 diviziuni şi de cealaltă o diviziune. Se obţin astfel axele O'X’ 
şi O'Y’. Ele pot fi orientate ca în epură (fig. 163) sau pot avea orientarea 


Fig. 162 Fig. 163 


rezultată din schimbarea sensului pozitiv al axelor, ca şi din schimbarea 
axelor între ele. 


c) Dacă «+8 Æ y, perspectiva axonometrică se numește anizometrică. 
Triunghiul axonometric este scalen și fiecare axă are altă scară. 


5. Reprezentarea axonometrică 


a) Reprezentarea punctului] (fig. 164). Fie punctul M a cărui proiecţie 
pe planul [xy] este m. Pentru a obţine imaginea axonometrică a punctului 
dat, se proiectează ortogonal pe planul [A BC] punctul M şi proiecția sa m. 


Fig, 164 i Fig. 164 a 
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Proiecția m* a punctului M pe planul axonometric se numeşte proiecție 
FAOT iar prasa m a proiecției m pe soy, proiecție secundară (fig. 164). 
Proiecţiile socundare ale unei figuri F făcute pe planele : [xoy], [oz] și [yoz] 
se notează Fi, Fe și Fg MEET SE 

Fie (mm*) imaginea axonometrică a unui punct ȘI planul perpenui- 
cular pe planul isonbiiatele care trece prin OŽ (fig. 164, 0); Dacă ge rabate 
acest plan pe [ABC], în jurul lui CC” (rabaterea se deplasează printr-o tan 
lație pentru a degaja epura), atunci segmentul m'm este distanța punctului 
la planul axonometric, iar m'm', este cota. , ? 

Observare. Dreptele care unesc proiecția principală a unui punct far pro 
iile secundare sint paralele cu axele axonometrice : mr || OZ, m*mą [oY 
şi mm |0 X’. 


b) Reprezentarea dreptei. Fie dreapta D dată prin proiecția principală d* 
şi cea secundară d, (fig. 165). Urma pe planul XOY este u; = d, () d*. Urmele 
pe planele XOZ şi YOZ, ua şi u sint date în epură de intersecţia proiecției d* 
cu liniile de ordine duse din w = d O'X’ şi u = 4h NOY. Proiecțiile 
secundare d, și d, se obțin unind u4 cu up şi u, cu uz. (În ceea ce urmează 
se va spune, pe scurt, urma dreptei sau a planului pe unul din planele trie- 
drului 0.XYZ, înţelegînd însă imaginea axonometrică respectivă.) 

Două drepte sint paralele dacă proiecţiile lor omonime sint paralele , şi 


sînt concurente dacă punctele lor de concurență se găsesc pe o aceeași proiec- 
tantă. 


c) Reprezentarea planului. Un plan este reprezentat prin urme, care sint 
concurente două cîte două pe axele axonometrice. Două plane paralele au 


urmele omonime paralele. Pentru a reprezenta un plan sînt suficiente numai 
două din urmele sale. 


„Fie planele [P2P4] şi [0203] concurente, date prin urme (fig. 166). Ima- 
ginea axonometrică (4*4,) a dreptei lor de intersecţie este dată de usus = d* 


Fig, 165 i Fig. 166 ( 
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aa a a 


— 


şi ugus = dy unde ug = Pa Qa şi ua = Ps N Qa sint urmele dreptei pe 
planele [XOZ] şi [YOZ], iar uż şi ut, proiecţiile lor pe axele O'X’ şi 0'Y'. 


Qbservare 

y Un plan treco printr-o droaptă dacă urmolo sale troc prin urmele omonime ale 
dreptei, 

Dacă două din urmele unui plan sint paralele cu o acocași axă, atunci planul este paralel 


cu axa şi este perpendicular pe planul opus axoi. ; 
Dacă două din urmele unui plan sint paralele cu două dintre axe, atunci planul este 
paralel cu planul celor două axo. 


Fig. 167 Fig. 168 


d) Intersecţia unei drepte cu un plan (fig. 167). Fie planul [P, P2] şi dreapta 
D (d*, dı). Punctul de intersecţie (î%, î.) dintre dreaptă şi plan: este dat de 
intersecţia dreptei D cu dreapta de intersecţie rs dintre planul [P,P] şi 
un plan auxiliar [Q,Qa], dus prin dreaptă. (În epură [Q0.02].L[zyl.) 

Toate problemele de poziţie referitoare la punct, dreaptă şi plan se rezolvă 
după metodele întrebuințate în sistemul Monge. 

O dreaptă perpendiculară pe un plan are proiecţiile sale axonometrice 
perpendiculare pe urmele axonometrice omonime ale planului. 


e) Adevărata mărime a unui segment de dreaptă (fig. 168). Fie segmentul 
AB (a*b*, a,b). Pentru a afla adevărata mărime a acestui segment se rabate 
pe planul axonometric planul său proiectant față de [XOY]. Planul proiectant 
al dreptei AB secţionează planul axonometric după ef (axa de rabatere), iar 
e, reprezintă punctul de intersecţie dintre OY cu acest plan proiectant. Fiindcă 
Afese este dreptunghic, rabaterea lui e, este e, pe semicercul descris pe eaf 
ca diametru. Rabaterea aybo a segmentului AB este atină proiecției abs, 
avind ca axă ef (a*a || exe, iar aa || Bbo || ex€o). 

f) Rabaterea unui plan oarecare po planul axonometrie (ñg. 169). 


Fie [0,Q0,) planul dat și [ABC] planul axonometrie. Deoarece proiecția F* 
a unei figuri Fe [Q,Qa] și rabaterea ei Fe sint ortogonal aline, este suficient 
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să se cunoască rabaterea unui singur punct al planului dat. Pentru simpli- 
tatea construcţiilor se consideră punotul de intersecţie dintre planul [0.02] 
cu axul OY, a cărui imagine este Q,. Rabaterea Q5 a acestui punct se po 
pe perpendiculara dusă din Q, pe ef = [0:0] N [ABC], la o distanţă de 
aceasta egală cu ipotenuza triunghiu- 
lui dreptunghic ale cărui catete sint 
distanțele de la punctul considerat 
la planul axonometric şi de la pro- 
jecția axonometrică Q, la axa «ß, 
(Q, — ap i 0,0). 

Distanţa d la punctul de intersec- 
ţie a planului [0,Q.] cu axa OY se 
obţine răbătind pe planul axonome- 
tric planul care proiectează axa OY. 
Rabaterea acestui plan are ca axă 
BB’, iar este OB rabaterea muchiei 
OY a triedrului 0.XYZ. Distanţa 
căutată este 0,0; (0,0, I| 0'0). A- 
ceastă distanţă se poartă în Q,Q;ll«ß, 
iar triunghiul a cărui ipotenuză se Fig. 169 
caută este 40,0,. Rabaterea pla- 
nului [0,02] pe planul axonometric este dată de Q9. 

g) Proiecţia unui cere cuprins într-unul din planele triedrului (fig. 170) 

Se dau axele O'X’, O'Y’, O'Z’ şi proiecția œ; a unui punct Q ẹ [xy]. 

, Deoarece cota punctului Q 
este nulă, œ = &œ&* (în epură 
s-a notat numai %1). 

Se cere proiecția cercului 
T e[zy], cu centrul în Q şi 
raza p. 

Pentru aceasta se rabate 
planul [xy] pe planul axono- 
metric. Axa de rabatere este 
AB, iar rabaterea originii 
este Oo, virful unghiului drept 
AO,B cu 0'0, 1 AB. Pentru a 
obține wo, se construieşte afina 
dreptei ac, care este age: 
Cup = ùR ca rază, se tra- 
sează cercul T, Proiecţia dia- 
! metrului RM|| AB este nm, = 
= RM. Aceasta este axa mare 


4 a elipsei după care se proiec- 
Fig, 170 tează cercul dat. Axa mică 
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este dată de afina razei œN | RM. Segmentul m w, L rym este 
semiaxa mică, mg 

Se observă că proiecţiile axonometrice ale cercurilor cuprinse în planele 
triedrului 0.XYZ sau în plane paralele cu acestea sint elipse ale căror axe 
mari sint paralele cu laturile corespunzătoare 
ale triunghiului axonometric. În epura 170 q, 
care reprezintă izometric un cub, s-au trasat 
proiecţiile înscrise în pătratele feţelor. Axele 
mari ale elipselor corespunzătoare, ca : q*b* 
etc., sint paralele cu laturile triunghiului 
axonometric (nefigurate în epură). 


6. Transformarea unei epure Monge 
în epură axonometrică (fig. 171) 


a. Deoarece reprezentarea axonometric- 
ortogonală este rezultatul unei proiecţii 
ortogonale pe un plan oarecare, se poate Fig. 170 a 
trece de la proiecția dubluortogonală (epura 
Monge) a unui obiect la reprezentarea sa axonometrică pe un plan dat, 
stabilind o relaţie grafică între aceste două moduri de reprezentare (fig. 1474). 


Di | 


Fig. 171 
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, io [PP] gi j} '\, Dacă 
Fio în epura Mongo planul axonometric [PP'] şi un punct M(m, m'). i : 
; 4 r 7 ac 3 anu 
se proicotează ortogonal sistemul de axe 0.XYZ OPE cu M pe p i 
| PP'] se obţine reprezentarea axonomotrie-ortogonală i aata punct. a ride 
a obţine epura axonometrică so rabato pe unul c 0i MIRE G k Er P Ap P 
unghiul axonomotrio alo cărui laturi date in sistemul Mo rar tE A a 
şi P,P, Pentru a obține o poziţie convenabilă, se nep pa Sp. Ea 
axonometrio P,P, Pa où P, Pae0X; PPa = P,P, 9 Fx tis ep P = 
O'Z’ corespunde punctului s, provenit din rabaterea punc pp", E A 
os este proiecția orizontală a normalei duse din origine pe [PP], Pen a 
obține reprezentarea axonometrică a punctului M, se duc în epură m n 
şi mul P. Cu raza P,n, so rotește punctul n în m pe P,P; apoi cu £ + că 
centru şi Pu ca rază, se aduce punctul w în pé Pa Pa intersocjia ny 
dintre num* L P,P, cu um* L P.P, este imaginea axonometrică principală 
m* a punctului M ; imaginea secundară m, se obține cu ajutorul punctului Mz. 
Reprezentarea axonometrică este izometrică, dimetrică sau anizometrică, 
după cum planul axonometric taie pe toate axele segmente egale, numai 
două segmente egale sau toate diferite între ele. 
Aplicație. 1) Se dă în epura Monge corpul geometric (aa,bb,cc ddef ; a'a bbe eid daf) 
şi planul axonometric [PP'] prin urme. E 
Pentru a găsi reprezentarea ortogonal-axonometrică a corpului dat este suficient să 
se afle poziţia POP, a laturii PzP» a triunghiului axonometric. Poziţia acestei laturi s-a 
obţinut cu ajutorul unui punct (confundat în proiecţie verticală cu c4) al urmei verticale 
(fig. 172). Reprezentarea axonometrică, care în cazul epurei este anizometrică, se obţine 
construind reprezentarea fiecărui vîrf în parte, fără a mai recurge la axe. 
2) Fie poliedrul (abc...a'b/c'...) reprezentat în epura 173. Se propune transformarea 


acesteia într-o epură axonometrică, luîndu-se ca plan de proiecţie planul de capăt [QQ] 
Deoarece proiecția este ortogonală, proiecţiile proiectantelor în raport cu acest plan sînt 


Fig, 172 
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perpendiculare pe urmele sale omonime. În acest caz, triunghiul axonometric are vîrful By 
AAR Aplioind metoda de mai înainte so obţine imaginea axonometrică ; ape, h¥, 
Planul [00'] s-a adus prin rabatere în coincidenţă cu [V]. 


b) Reprezentarea axonomeotrică cu ajutorul coordonatelor (fig. 174). 

Pentru a folosi coordonatele carteziene în reprezentarea axonometrică, 
trebuie ca epura axonometrică să cuprindă axele triedrului. Pentru aceasta 
se rabat planele triedru- 
lui pe planul axonome- 
tric. Astfel, rabaterea 
planului [XY] este A0,B 
cu AO, | BO, Rabate- 
rile planelor [XZ] și [YZ] 
se obțin aducind O, în 
0” € O'Yy' şi în 0” e0’ X’. 
Rabaterile astfel obți- 
nute se deplasează, prin- 
tr-o mişcare de transla- 
ție, în direcția axelor 
axonometrice. 

Astfel, planul rabătut 
[XY] se deplasează în, 
direcția axului Z’ şi se 
obțin axele: O'Y’ ||0,B 
şi O'X’ || 0,4. În ace- 
laşi mod se obțin axele 
Pi (Xa şi YVL OLLEN 

Dacă un paralelipiped 
a fost raportat la reperul 
cartezian XYZ, proiecții- 
le ortogonale ale fețelor 
sale sînt dreptunghiurile 

Fig. 174 cu laturile paralele cu 
axele, arătate în epură. 

Reprezentarea sa axonometrică se obține prin intersecția liniilor de ordine 
paralele cu axele axonometrice duse din virfurile respective. Astfel, virful P 
rezultă din intersecţia paralelelor la axe duse din P’, P” şi P”. 

Se observă că două din cele trei rabateri sînt suficiente pentru construirea 
imaginii axonometrice a unui obiect raportat la sistemul de axe carteziene. 


7. Reprezentarea axonometrică frontală! 


Sub acest nume se înţelege proiecția oblică a unui obiect pe un plan de 
front. Pentru a nu se produce confuzie se consideră întotdeauna planul de 
front confundat cu planul [xz]. Triunghiul axonometrio este redus la două 
laturi, care sint două din axele triedrului de referință. 


care esto dostul de trocvent în tehnică, nu este decit 
Un număr însemnat de autori cuprind această reprezen- 


1 Acest mod de reprezentare 
cunoscuta perspectivă cavalieră. 


i 


112 
AXONOMETRIE 


; uzi — 9 1Y Y = 

De obicei, unghiurile dintre axe se dau: XOZ = %0 4 XX f a 

= XY'0'Z' = 135°. Dacă u, = u, axonometria se numeşte dimetric-frontatá. 
Ju Å U l Eg p 


DR 3 
Se obţine o imagine bună dacă u, = 7 “= 


Pentru a construi imaginea azoni pe fronta a unui obiect, se 
stabileşte in prealabil direcția proiectantelor. | îs 
A Fie planele H și V și â€ [H] 
cu proiecţiile ortogonale d, da 
cărui proiecţie oblică, după o 
direcţie dată, este a” (fig. 175), 


Fig. 175 


Triunghiul a'a“a, format de cele trei. proiecţii se numeşte triun- 
ghi de: proiecție. Latura a'a” dă direcţia axei. oblice Y’. Dacă se păs- 
trează direcţia  proiectantelor, oricare ar fi poziţia unui punct M în 
spaţiu, direcţia axei oblice Y’ rămîne neschimbată, deoarece triunghiul 
său de proiecţie mm, m” este asemenea cu Ad'a”a,, avind laturile omo- 
loage paralele. 

Aplicînd triunghiul de proiecţie (fig. 175, a), se poate transforma cu uşu- 
rință o epură dată în proiecția dublu ortogonală într-o epură exonometric- 
dimetrică. Astfel, fie dreapta (Po, k'o’) şi triunghiul de proiecţie a'a”a,, deter- 
minat de direcţia oblică A(3, è’). Punctul (vp”), fiind cuprins în planul F, 
este propria sa proiecţie oblică, iar proiecția oblică a punctului (kk) € (H) 
este h”, astfel încit proiecția oblică pe planul V “a dreptei date este vă”. 

Dacă triunghiul de proiecţie este dreptunghic în a” și 1a "a'a, = 60°, atunci 
scările axelor sint în raportul 1:0,5:1. 


tare între cele axonometrice pentru faptul că pe! planul de proiecție sint exprimate şi 
proiecţiile axelor ţriedrului de reterință, Practica ei nu necesită teoria ce se dezvoltă 
în cazul axonometriei oblice, 


A 


8-98 
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În figura 176 s-a construit imaginea axonometrică, frontal dimetrică a 
unui cub, a cărui latură și triunghi de proiecție au fost date. 

Imaginile axonometrice frontal dimetrice sint clare gi se pot ugor construi. 
Figura 177 este imaginea axonometric-dimetrică a unei piese de maşină, 


AZ 


Fig. 176 Fig. 177 


Exerciţii | 
1) Se dă planul axonometric 3% + y + z = 3. Să se calculeze: laturile triunghiului 
axonometric, coeficienţii de reducere şi să se reprezinte punctul M (3, 3, 2). 
2) Se dă planul axonometric 6x + 3y + 4z = 12. Să se exprime în epură proiecția 
principală şi cea secundară, corespunzătoare planului [XY], a dreptei: 3z — 2z — 4 = 0; 
— 22 —1=0. | 
z 3) Laturile unui triunghi axonometric sînt: a = 5; b = 6 şi c = 8. Să se găsească 
grafic unghiurile coeficienţilor de reducere și unghiurile cosinusurilor directori ai planului. 
Să se afle proiecția dreptei de intersecţie a planului 2z — y + 3z = 6 cu planul axono- 


= 4) Se dă în epura Monge un paralelipiped a cărui una din laturile poligonului de bază 
face cu OX un unghi de 30°. Să i se găsească perspectiva dimetrică. 

5) Se dă planul axonometric 4z + 3y — z = 6. Să se calculeze cosinusurile unghiu- 
rilor „dintre axele carteziene şi cele axonometrice. Să se reprezinte în epură punctul 


M (4; 3; 5)- 


== dili 


Se numeşte poliedru corpul geometric mărginit de feţe plane. Feţele sint 
poligoane. Intersecţia a două feţe este o muchie a poliedrului. Intersecţia 
a trei sau a mai multor feţe formează un viri. 

Un poliedru este convez dacă nici unul din planele feţelor nu-l taie și este 
concav în caz contrar. O dreaptă nu întilnește un poliedru convex în mai 
mult de două puncte. 

Se numeşte poliedru regulat poliedrul ale cărui feţe sint poligoane regu- 
late, cu un acelaşi număr de laturi și ale cărui unghiuri diedre şi poliedre 
sint egale între ele. 


2. Poliedre regulate 


Teorema I (Euler). Dacă un poligon convez este împărţit într-an 
număr oarecare de poligoane, suma dintre numărul fetelor poligoanelor şi nu- 
mărul. vârfurilor depăşeşte cu o unitate numărul laturilor. 

Se notează cu f numărul feţelor, cu 1 numărul 
laturilor şi cu v numărul viriurilor; trebuie sta- 5 e 
bilită egalitatea : n 


frosi+l. 2 


Fie ABCDE un poligon convex (fig. 178). Se 
observă că pentru poligonul dat relaţia de mai 
inainte este verificată. Se divide poligonul prin 
linia frintă MNP și se unește N cu E şi N cu C. 
S-au format poligoanele : AFPNM, PNE, NEDC Fig. 178 
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ȘI NCBM. Se notează cu l şi o numărul laturilor şi virturilor primului 
poligon, cu îs şi e, numărul laturilor şi virturilor celui do-al doilea poligon, 
care nu sint comune cu cel dintii; la şi va sint laturile şi virfurile unui al 
treilea poligon, necomune cu celelalte două eto. Oricare ar fi ordinea în 
care se iau poligoanele în caro a fost divizat poligonul dat, există relațiile : 


L = V 
l= t1 
În = Va + | 


aae ..v..a. 


Deoarece unei laturi comune îi corespund două virfuri comune, pentru cel 
de-al doilea poligon şi următoarele, numărul laturilor este mai mic cu o uni- 
tate decit numărul virlurilor, iar numărul egalităților de mai înainte este 
egal cu acela al feţelor poligoanelor în care a fost divizat poligonul considerat. 

Sumindu-se egalităţile de mai înainte, se obţin : 


>; = dv; + Sfi — 1, 
în care dacă se pune: Èl; = l, By = e gi È f= f, 
se obține : 
f+o=1+1, (1) 
care este relația lui Euler pentru poligoane. 


Teorema II (Euler). În orice poliedru convex, numărul muchiilor 
mărit cu 2 este egal cu suma dintre numărul feţelor şi cel al virfurilor. 

Se notează cu F numărul feţelor, M numărul muchiilor și V numărul vir- 
îurilor, trebuie arătat că: 


R+V=M-+2 


Fie poliedrul ABCDEFGH (fig. 179). Dacă dintr-un punct P exterior se 
proiectează, pe planul feţei EFGH, muchiile poliedrului, se obţine pe această 
faţă proiecţiile tuturor feţelor poliedrului. Poli- 
gonul EFGH este astfel împărțit într-un număr 
de poligoane egal cu numărul feţelor proiectate, 
iar laturile feţelor sînt proiecţiile muchiilor poli- 
edrului. Pentru acest poligon este verificată ftor- 
mula (4), la care se adaugă şi fața EFGH, deci : 


pă MERA (2) 


Teorema. III. Nu pot exista mai mult de cinci poli- 
edre conveze care să aibă toate fețele cu același număr n de 
laturi și toate unghiurile poliedre cu același număr m de 
muchii. i 

Se păstrează notația de mai înainte. 

Deoarece din fiecare virt pleacă acelaşi număr ma de 
muchii, numărul muchiilor ce pleacă din toate virturile ¥ 
osto mV. În acest număr, fiecare muchie este cuprinsă de 
două ori, deoarece o muchie este comună la două fețe 
Fig, 179 Deci: mV = 2M, 


| 
è 
i 
I 
| 
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Cum fiecare față este mărginită de n laturi, numărul total de laturi, care sint muchiile 
policdrului, este nf. Dar în acest număr fiecare muchie este cupririsă de două ori, deoarece 
o muchie este comună pentru două fețe, deci nb = 2M, şi prin urmare ; 


oM = ni = nV; 
înlocuindu-se M şi V în funcţie de 7 în formula (2) se obţine: 


1 raul a F2 


m 


sau : 
E au (3) 
2 (n + m) — mn 


Dacă se consideră poliedrul pentru care n = 3, fețele sînt triunghiuri, relaţia (3) devine : 


4 
F a 477 


6—m 


Pentru ca F să fie întreg și pozitiv, m poate lua valorile 8, 4 şi 5, pentru care rezultă 
F =. 4, F = 8 şi F = 20. Deci sînt trei poliedre ale căror feţe sînt triunghiuri echilate- 
rale : tetraedrul cu patru feţe, octaedrul cu opt feţe şi icosaedrul cu douăzeci de feţe. ; 
Dacă n = 4, feţele sînt pătráte, iar: 


2m 
ÎN sp 


IA 7/0 
singura valoare admisibilă pentru m este 3, iar F = 6. Adică există un singur poliedru 
ale cărui feţe sînt pătrate, care este hezaedrul (cubul). Pentru n = 5, avem : 
E 4m 3 
10 — 3m’ 


valoarea admisibilă pentru m este 3, deci F = 12, poliedrul corespunzător este dode- 
caedrul, care are 12 feţe pentagoane regulate. i 


Dacă n > 6, nu se Poate lua pentru m nici o valoare. 


& 3. Reprezentarea poliedrelor 


Pentru a reprezenta un poliedru, se proiectează punctele şi dreptele care 
îl determină. Este suficient să se cunoască proiecţiile vîrturilor pentru ca 
proiecţiile muchiilor să rezulte. = 


a) Contur aparent. Vizibilitate. Dacă paralel cu o direcţie A se duc proiec- | 
tante tangente la un poliedru ABCDEFGH (fig. 180), ia naştere o suprafată 
poliedrală circumscrisă. Poligonul de' contact ABCFEHA, care în general 
este strimb, se numește contur aparent relativ direcției A, deoarece de- 
pinde de această direcţie. Intersecţia acestei suprafețe poliedrale circumserise 
poliedrului dat, cu un plan P, este poligonul A'B'C'R'E'H'A', care se 
numește contur aparent pe planul [P], Eu 
i Deoarece în sistemul de proiecţie dublu-ortogonal sint două plane de pro- 
lecţie distincte, vor fi pentru un același poliedru două contururi aparente 
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deosebite. Pentru ca proiecţiile poliedrului să fio mai expresive, se trasează 

în epură părţile vizibile cu linii pline, iar cele invizibile cu linii punctate. 
Deoarece vizibilitatea unui punct al suprafeţei depinde de direcția din 

care se priveşte poliodrul, părţile vizibile pentru proiecția orizontală sint 


Fig. 180 


N 


în general deosebite de acelea vizibile pentru cea verticală. Următoarele cri- 
terii pentru a distinge părţile vizibile sînt evidente : 

1) Conturul aparent este vizibil. 

2) O faţă ce conţine un punct vizibil este vizibilă, afară de cazul cînd acel 
punct aparţine conturului aparent. 

3) Dacă proiecţiile a două muchii care nu se taie în spațiu sîni concurente 
“în interiorul conturului, în general una este vizibilă, iar cealaltă invizibilă. 

4) Dacă două fețe se taie după o muchie ce aparține conturului aparent, una 
este vizibilă, iar alta invizibilă. Sînt însă amindouă, vizibile sau invizibile dacă 
ele se taie după o muchie ce nu aparține conturului aparent, iar muchia este 
vizibilă sau invizibilă. 

5) Dacă un virf este proiectat în interiorul conturului aparent, muchiile 
ce se întilnesc în acest virf sînt toate vizibile sau toate invizibile, după cum 
virful este vizibil sau invizibil. 

Se reamintește că dacă două puncte au aceeaşi proiecţie orizontală, acela este vizibil 


în proiecția orizontală care are cota mai mare, iar dacă au aceeaşi proiecţie verticală, 
punctul vizibil pentru proiecția verticală este acela cu depărtarea cea mai mare. 


Să aplicăm aceste criterii la reprezentarea citorva poliedre uzuale : 


b). Reprezentarea unui tetracdru oarecare (fig. 181). Fie tetraedrul oare- 
care ABCD, căruia i se cunosc proiceţiile vivturilor (aa'), (bb), (ec“) şi (dd). 


(a 
Dacă se unesc aceste puncte două oita două, se obțin proiecţiile “muchiilor 
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tetraedrului. Conturul aparent orizontal este abcd, care este văzut. Pentru 
a distinge care din cele două muchii ac și bd, ce se întretaie în proiecţie 
orizontală înăuntrul conturului aparent, este văzută, se duce linia de FANII 
corespunzătoare punctului q de intersecţie. Linia de ordine a acestui pune 
întilnește proiecţiile verticale ale muchiilor 

şi a'c' în g' și q'.„. Deoarece punctul g care 
este situat pe a'c’ are cota mai mare decit q, 
muchia ac este văzută în proiecţie orizontală, 
iar bd este nevăzută. În proiecţie verticală, 


Fig. 181 


ac' şi bd' se intersectează în r; linia de ordine corespunzătoare lui r” în- 
timește proiecţiile orizontale ac şi bd în r Şi 71. Cum r, are depărtarea mai 
mare decît r, muchia b'd' pe care acest; punct este 
situat este vizibilă în proiecţie verticală, iar a'e 
invizibilă. 

În figura 182, care este epura unui cuţit de 
strung, fața (abcde, ab'c'd'e) este vizibilă în 
ambele proiecţii, fața (fdce, f'd'c'e') este vizibilă 
numai în proiecţie verticală, iar faţa (ecbe, e'c'b'g”) 
este acoperită în ambele proiecţii. 

c) Reprezentarea cîtorva poliedre regulate. Pen- 
tru a găsi proiecţiile unui poliedru regulat trebuie 
să se aibă în vedere relaţiile de egalitate între 
elementele sale. Această condiţie necesită, de 
cele mai, multe ori, construcţii auxiliare şi uneori 
poziţii convenabile în raport cu planele reperului. 

1) Proiecţiile unui tetraedru regulat (fig. 183). 
Se cunoaște muchia tetraedrului regulat SABC, 
cu baza într-un plan de nivel. Triunghiul echila- 
tera] ABC se proiectează în abe pe planul Æ? în 
adevărată mărime; proiecția sa verticală adie 
este situată pe urma verticală a planului de 
nivel. Virtul S are ca proiecție orizontală s 
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centrul cercului circumscris triunghiului abc. Pentru a afla înălțimea tetrae- 
drului care este catetă în triunghiul dreptunghic format din muchia laterală 
a tetraedrului şi raza cercului circumscris bazei, se rabate planul acestui 
triunghi pe planul bazei. Astfel, virful $ s-a rabătut în s, iar cateta ss, 


este înălțimea tetraedru- 
lui. Astfel, proiecția ver- 
ticală a tetraedrului este 
s'a'b'c cu SiS Ass „În 
proiecția orizontală, toate 
muchiile?sint vizibile, iar 
în cea verticală muchia 
AC a bazei este invizibilă. 

2) Proiecţiile unui cub 
cu una din diagonale ver- 
ticală (fig. 184). Fie cubul 
ABCD A,B,C Dı, cu dia- 
gonala AC de front, iar 
baza în planul orizontal. 
În această poziţie, pro- 


iecţiile cubului sint uşor : 


de obţinut. Dacă se ro- 
teşte cubul în jurul unei 
axe de capăt, astfel ca 
diagonala de front A.C 
să devină verticală, se 
obţine poziţia cerută. În 
această rotaţie, conturul 


aparent vertical a'b'c'c'.b'a' 
x a abea 


Rig. 184 


rămîne egal cu el însuşi. Pentru a construi 


conturul aparent vertical al cubului rotit, se folosesc diagonalele feţelor 
ABA,B, şi BCB,C, ale căror proiecţii sint perpendiculare pe ac. După 
rotația diagonalei ac”, se duc a'b', şi b'c’, perpendiculare pe ac. 

Se obţine proiecția orizontală ţinind seama că proiecţiile orizontale ale 
viriurilor descriu în această rotaţie paralele cu OX. 


Fig 185 


3) Proiecţiuile unui oelaedru regulat (fig. 185). 
Feţele laterale ale octaedrului sînt triunghiuri 
echilaterale egale între ele, iar un vir®este Inter- 
secția a patru fețe. $ 

Fie octaedrul regulat ABCDEF. Diagonalele 
AC, BD şi EF sint egale şi perpendiculare 
între ele, determinind trei plane de simetrie care 
taie octaedrul după pătratele ABCD, EBFD şi 
AECF, al căror centru coincide cu centrul O al 
octaedrului, 

Aceste secţiuni lăcute prin planele de simetrie 
se numesc pătrate diagonale. 

Pentru 'a obţine o epură mai clară se reprezintă 
octaedrul dat considerind una din axele sale 
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perpendiculară pe planul orizontal (fig. 186). Această axă se atei pe 
planul vertical după ef” în adevărată mărime; celelalte două axe, fiin per 
pendiculare pe aceasta, se proiectează pe planul H după db gi ac in Sr 
vărata mărime, Deci proiecția orizontală este un pătrat ale cărui diagon e 
sint proiecţiile axelor AC și BD. Planul pătratului diagonal ABCD este 
de nivel şi la o cotă egală cu cota centrului poliedrului. În epură, 
virful Pal octaedrului este situat în planul 
orizontal. 


d) Punct situat pe suprafața unui poli- 
edru. Fie M dat prin proiecția sa orizon- 
tală m, situat pe fața AEB a octaedrului 
ABCDEF. Deoarece un punct se găsește 
într-un plan dacă proiecţiile lui se găsesc 
pe proiecţiile omonime ale unei drepte con- 
ținută în plan, punctul M trebuie să se gă- 
sească pe o dreaptă conținută în planul 
feţei AEB. 

Deci, pentru a construi proiecția verti- 
cală m” a punctului M, se duce în planul 
feţii AEB o dreaptă oarecare (rq, rg')a 
cărei proiecţie rg trece prin m. 

Proiecţia verticală m’ a punctului se gă- 
seşte pe proiecția verticală r'g' a dreptei 
considerate. Fig. 186 


4. Secţiunigplane 


Secţiunea făcută cu un plan într-un poliedru convex este un poligon convex. 

Se poate construi secţiunea făcută cu un plan într-un poliedru, luîndu-se 
punctele în care muchiile poliedrului intersectează planul de secţiune, sau 
dreptele de intersecţie dintre feţele poliedrului şi acest plan. Deci, o secţiune 
într-un poliedru se poate obţine cu ajutorul virfurilor sau cu al laturilor. 
Problema secțiunii plane se reduce la problema intersecţiei dintre un plan 
și o dreaptă, sau la intersecţia a două plane. Cum se cunose mai multe metode 
de a găsi intersecţia dintre o dreaptă și un plan, există mai multe metode 
de a obţine o secţiune plană prin virfuri. 
„a) Determinarea poligonului de secţiune prin vîrturi (fig. 187). Fie prisma 
cu baza patrulaterului (abcd, a'b'c'd'), în planul orizontal, şi planul secant 
[PP]. Pentru a găsi virturile poligonului de secţiune se determină punctele 
de intersecţie dintre muchiile prismei cu planul secant. Pentru aceasta se 
poate folosi metoda planelor proiectante. Astfel, planul proiectant [RR] 
care trece prin muchia A se intersectează cu [PP'] după dreapta a cărei prolec- 
pe orizontală hy este concurentă în m ou muchia a. Punctul m este proiecția 
orizontală a unui virf al poligonului de secţiune. Se procedează în mod ana- 
log cu muchiile rămase. Deoarece toato planelo proiectante duse prin muchiile 
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prismoi sint paralolo intro olo, droptolo lor de intorsocpio cu planul [PP] 
sint paralele cu ip, Dooi, osto sutioiont aù no cunoască proiooţiile orizontale 
Vi, Pa Şi Cu alo urmelor vonticale, alo droptolor do intorsoopio dintro [PP] și 
planolo proicotanto alo muchiilor, pontru ca din acosto puncta să se ducă 
paralele la he. Acosto paralolo intorsoctează proiecţiile orizontale b, 
€, d ala muchiilor prismoi în n, psd: 
Proiochia orizontală a poligonului 
do secțiune osto mnpg, caro so ridică 


în mn'p'g' prin linii do ordine. 


Fig. 187 i Fig. 188 


Acest procedeu se aplică cu ușurință gi în cazul cînd planul nu este dat prin urme. 
Fie prisma triunghiulară (abe, a'b'0') dată într-o epură în care s-a suprimat linia de pămînt 
(fig. 188), i planul secant, dat prin droptole concurente D (dd) și D, (did). Planul proiec- 
tant faţă de [H] care treco prin muchia (o, 0) interseotează planul [DD] după dreapta 
(42, 172), Punctul y = 12% o esto proiecția verticală a unul virt al poligonului de 
secţiune, Repetindu-se construcţia pentru celelalte muchii, se obţine triunghiul de sec. 
piune (apy, apr”), ; i 


Ú n aiaia a 


w . 


A7 
POLIEDRE Ac i ANI R Ma 129 


H ( 
b) Seeţiune plană în piramidă ou ajutorul proiceţiei paralele . (fig. e A 
Fie piramida SABC (sabc, s'a'b'e) cu baza triunghiului ABC, e Alla 
planul Æ şi planul socant [227], Ga direcție do proes Ya ga ur Tana 
ţia frontalelor planului [L2]. Deci din s” so duco s's’; || 2, iar din s se duce 


ss, || X. Urma orizontală s, a acestei drepte 
se unește cu a, b şi c; s,abc este proiecția | 
paralelă a piramidei SABC pe planul H. 
Virfurile poligonului de secţiune sint proiec- 
tate pe planul H în pi, qi, ra € P. Proiecţia 
orizontală a secţiunii se află purtînd punctele. 
Pi da $i r, prin paralele la X în p, q, şir 
pe laturile corespunzătoare, din care se deduce 
proiecția verticală p' q' r’. 


„Obaervare, Deoarece piramida aro două pinze 
(fig, 190) simetrice în raport cu virful S, secțiunile 
făcute prin plane paralele oarecare sint poligoane 
direct sau invers omotetico în raport cu virful S, 
după cum planele socante se găsesc do noooași parte 
sau de 0 parte și de alta a virtului, 


Fig 190 
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©) Determinarea poligonului de secţiune cu ajutorul laturilor (fig. 191). 
Fie prisma (abc, a'b'e') secţionată de planul [PP]. Laturile poligonului sint 
situate pe dreptele de intersecţie dintre planele feţelor, care sint date prin 


Fig. 191 


cite două drepte paralele cu 
planul [PP]. Pentru a găsi 
dreapta de intersecţie dintre 
planul feţei AB şi planul 
[PP'], se foloseşte planul de 
nivel N’, care intersectează 
cele două plane după cîte o 
orizontală (ef || ab; om || P), 
al căror punct de intersecție 
se proiectează pe planul H 
în m. Dreapta ab care este 
urma orizontală a planului 
feței considerate intersec- 
tează urma P a planului 
secant în «. Dreapta am 
este proiecția orizontală a 
dreptei de intersecție dintre 
cele două plane. Segmentul 7: 
cuprins între muchiile pris- 
mei este una din laturile 


poligonului căutat. Cum secţiunea cu un plan într-o prismă este un poligon 
afin cu poligonul bazei, avînd ca axă dreapta de intersecţie a planului secant 
cu planul bazei, se construiește poligonul irs folosind această proprietate 
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d) Sectiune plană prin schimbare de plan (fig. 192). Se face o schimbare 
de plan, cu scopul de a transforma planul secant în plan proiectant (această 
metodă se întrebuințează atunci cînd baza poliedrului este într-un plan 
oarecare), PE: 3 ; 

Fie octaedrul ABCDEF (abcdef, a'b'c'd'e'f’), a cărui una din diagonale 
EF (efe'f'), este verticală, care este secpionat de planul [PP]. Pentru 
a obține proiecţiile secţiunii, printr-o schimbare de plan vertical se transformă 
planul [PP”] în plan de capăt. Noua: linie de pămint este Xı I P. Se află 
proiecția a”b”c"d"e"f” a octaedrului și urma P” a planului. i 

Proiecţia secţiunii pe planul vertical V, este situată pe urma verticală JA 
a planului, în 1” 2” 3” 4”. Se poartă prin linii de ordine proiecţiile vir- 
turilor poligonului de secțiune în 7, 2, 3 și 4, pe planul orizontal. Proiecția 
secțiunii pe primul plan vertical este poligonul Y 2 3 4. 


5. Intersecţia unui poliedru cu o dreaptă 


Un poliedru convex este intersectat de o dreaptă în două puncte. Pentru 
a găsi punctele de intersecţie, se duce prin dreaptă un plan. Punctele de 
intersecţie dintre dreaptă şi poligonul de secţiune sînt punctele căutate. 


a) Intersecţia unei drepte cu o piramidă (fig. 193). Fie piramida SABC 
(sabc, s'a'b'c'), cu baza A (abc, a'b'c') € [H]. Se ia ca plan auxiliar pla- 
nul determinat de dreapta dată și virful piramidei. Deoarece baza piramidei 
este în planul orizontal, se foloseşte numai urma orizontală a acestui plan, 
care este dreapta kh. 

Această urmă taie baza 
abc în q şi r. Proiecţia 
orizontală a secţiunii este 
triunghiul sqr, iar cea 
verticală s' g' r’. Punctele 
de intersecţie 7 şi 2 dintre 
sqr, şi dreapta d sînt 
proiecţiile orizontale !ale 
punctelor în care dreapta 
intersectează piramida. 
Proiecţiile lor verticale 
T și 2 sint date de 
intersecția dintre d! şi 
A s'g'r'. Ca verificare, 
punctele 1 și 7, 2 şi 2 
trebuie să se găsească pe 
aceeași linie de ordine, 
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b) Intersecţia, unei drepte 
cu o prismă (fig. 194). Fie 
prisma triunghiulară ABC 
(abc, a'b'c') cu baza în 
planul H şi dreapta D(d, d). 

Sefoloseşte planul auxiliar 
determinat de dreapta (d, d’) 
şi de paralela (km, k m’), 
la direcția comună a mu- 
chiilor laterale ale prismei. 
Urma orizontală a acestui 
plan este dreapta kh, care 
întilneşte poligonul abe în 
punctele 1 şi 2. Feţele late- 
rale ab și bc ale prismei sînt 
intersectate după dreptele 
1 și |2,, paralele cu muchiile 
prismei. 

Proiecţiile orizontale ale 
acestora intersectează pro- 
iecţia orizontală d, a drep- 
tei în punctele «œ și B, care 

Fig. 194 sînt proiecţiile orizontale ale 

„ punctelor căutate. Proiec- 

tiile verticale «’ și B’ se găsesc la intersecţia proiecției verticale d! a dreptei 

date, cu proiecţiile verticale ale dreptelor 7° şi 2. Ca verificare, punctele 
(aa) și (BB) se găsesc pe aceeași linie de ordine. 

c) Intersecţia dintre o dreaptă și un poliedru a cărui bază este cuprinsă 
într-un plan oarecare (fig. 195). Fie prisma pentagonală ABCDE, dată 
prin proiecţiile ei, a cărei bază este situată într-un plan oarecare și dreapta 
G(g, g'). Pentru a găsi punctele în care această dreaptă intersectează prisma, se 
foloseşte ca plan auxiliar un plan de capăt [RR'], care trece prin dreaptă. Urma 
verticală a acestui plan se confundă cu proiecția verticală g’ a dreptei, 
iar urma orizontală, pentru că nu intervine în construirea punctelor căutate, 
nu se figurează în epură. Planul dus prin dreaptă secţionează prisma după 
pentagonul care se proiectează vertical în 12 8 4' 5, situat pe urma ver- 
ticală (g') a planului auxiliar. Punctele 1, 2... se poartă prin linii de 
ordine în 1, .. pe proiecţiile orizontale ale muchiilor corespunzătoare. 
Proiecţia or ntală g a dreptei intersectează poligonul 12345 în punctele 
a şi B, care sint proiecţiile orizontale ale punctelor în care dreapta intersec- 
tează poliedrul. Proiecţiile verticale a' şi B' se obţin prin linii de ordine. 


6. Reprezentarea axonometrică a unui poliedru. 


Pentru a construi imaginea axonometrică a unui poliedru este suficient 
să se cunoască proieopie virfurilor sau ale muchiilor. Pentru că prin repre- 
zentarea axonometrică se urmăreşte obținerea unei imagini care să permită 


| 
i 
i 
| 
| 
| 
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intuirea cit mai apropiată a obiectului reprezentat se alege atit tipul de axo- 
nometrie cel mai convenabil cit şi poziţia cea mai favorabilă față de planele 
reperului. Astfel, dacă se prezintă o prismă care are un număr de muchii paralele 
între ele, va fi situată astfel incit 
aceste muchii să fie paralele cu 
unul din axele reperului. De 
asemenea, dacă nu se cere o 
anumită poziţie, se consideră 
una din fețele plane ale poli- 
edrului situată într-unul din 
planele triedrului 0.XYZ. 


a) Reprezentarea axonome- 
trică a unei piramide (fig. 196) 

Fie piramida oblică SABCD, 
a cărei bază ABCD e [XY]. 
Virturile patrulaterului ABCD, 
avînd cotele egale cu zero, au 
proiecţiile principale confun- 
date cu cele secundare : a* =q, 
bt =b... ; proiecţiile virfului S 
Sint 83 S4 cu sis, | OAZA 
Criteriile de vizibilitate a mu- 
chiilor sînt aceleași ca pentru 
proiecția dublu ortogonală. Fig. 195 


Observare 


Practica cere uneori ca imaginea axonometrică să pună în evidenţă detalii situate în 
planele ce se acoperă unele pe altele. În acest caz, epura axonometrică se transformă prin 
simetrie în raport cu un plan perpendicular pe unul din axele axonometrice. În această 


Za 


Fig, 196 
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transformare, scările axelor se mențin, astfel încit imaginea dată si imaginea în sistemul 
Simotrie sint construite la aceeasi scară, În figura 197, caro osto imaginea axonometrică 
a unei îmbinări între două grinzi prin cop, s-a transformatlroporul axonometrie 0'X"Y/Z, 
in OX’ YZ, prin simetrie 
in raport cu un plan perpen- 
dicular pe O'Z’, si s-a repre- 
zontat în fiecare opură cite una 
din piosolo ce intervin în îmbinare. 
b) Epura uxonometrică a 
unei secţiuni plane într-un 
poliedru (fig. 198). Fie pris- 
ma triunghiulară dreaptă 
(aa bac, a*b*o*), cu baza 
ABC € [xy] și planul se- 
cant [P, Pa]. Deoarece po- 
ligonul de secţiune este 
wansformatul afin al triun- 
ghiului abc, în raport cu 
axul P, şi aa* ca direcţie, 
este sulicient să se cunoas- 
că transformata afină a 
uneia dintre laturile A abac. 
Pentru aceasta se constru- 
ieşte dreapta de intersecție 
Fig. 198 dintre planul secant și pla- 
nul feței abia*b*. Acesta 
este perpendicular pe [xy], iar urmele lui sint Q, = a;b; şi Q; || O'Z’. Dreapta 
de intersecţie dintre aceste plane este ef, unde e = P, N Qi şi f=P N Qz- 
Aceasta este afina dreptei ab, iar latura corespunzătoare a poligonului de 
secțiune este af. Afina laturii cb, este gB, care intersectează muchia ec* 
în y. Secţiunea este A egy. 


7. Desfăşurarea poliedrelor 


A desfăşura suprafaţa laterală a unui poliedru înseamnă a aduce toate 
fețele sale în acelaşi plan. Se numesc transformate prin desfăşurare ale punc- 
telor şi liniilor trase pe 
suprafața unui poliedru, 
punctele şi liniile corespun- 
zătoare din figura obţinută 
prin desfășurarea poliedrului. 

Fie prisma ABCA, BC), 
ale cărei muchii AA, PB, 
și CC, sînt perpendiculare pe 
planul bazei A BC (fig. 199). 

Dacă se desface prisma 
după muchia AA, și se 
aștern feţele laterale peace- 
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transformare, scările axelor se menţin, astfel încit imaginea dată și imaginea în sistemul 
simetric sînt construite la aceeaşi scară. În figura 197, care esto imaginea axonometrică 
a unei îmbinări între două grinzi, prin cep, s-a transformatiroperul axonometric 0'4'Y'Z, 
in 01XY1Z, prin simetrie 
2! în raport cu un plan perpen- 
dicular pe O'Z’, şi s-a repre- 
zentat în fiecare epură cite una 
din piesele ceintervin în îmbinare. 
b) Epura axonometrică a 
unei secțiuni plane într-un 
poliedru (fig. 198). Fie pris- 
ma triunghiulară dreaptă 
(a. dica a*b*c*), cu baza 
ABC € [xy] şi planul se- 
cant [ P; Pa]. Deoarece po- 
ligonul de secțiune este 
transformatul afin al triun- 
ghiului a,b,c, în raport cu 
axul P, şi aa* ca direcție, 
este suficient să se cunoas- 
că transformata afină a 
uneia dintre laturile A @,b;¢;- 
Pentru aceasta se constru- 
ieşte dreapta de intersecție 
Fig. 198 dintre planul secant şi pla- 
nul feţei abab". Acesta 
este perpendicular pe [xy], iar urmele lui sînt Q, = ab. şi Qa || O'Z”. Dreapta 
de intersecţie dintre aceste plane este ef, unde e = P, N Q: şi f=Pa N Qo- 
Aceasta este afina dreptei ab, iar latura corespunzătoare a poligonului de 
secţiune este «ß. Afina laturii cb, este gẹ, care intersectează muchia e.c* 
în y. Secţiunea este A afy. A 


7. Destăşurarea poliedrelor 


A desfășura suprafaţa laterală a unui poliedru înseamnă a aduce toate 


feţele sale în același plan. Se numesc transformate prin desfăşurare ale pune- 


telor şi liniilor trase pe 
suprafața unui poliedru, 
punctele și liniile corespun- 
zătoare din figura obţinută 
prin desfășurarea poliedrului. 

Fie prisma ABCA, BC, 
ale cărei muchii AA, BB, 
şi CC, sint perpendiculare pe 


A GA AŽ 


planul bazei ABC (fig. 199). 4 6e A 
Dacă se desface prisma 
după muchia AA, și se 
Fig, 199 


aștern fețele laterale peace- 


TEA—E 
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laşi plan, se obține un şir do trapeze, alo căror laturi sinl pur a Pr o 
d t fih 7 i 

Ady 44%, BB, BB, CC, == CC ţi ABe LBB C . 
Ce Ao = CA ABB BC B,C, C*A* = Cadu 

Dooareco muchiile laterale sint paralelo, olo rămin paralel a 
suprafața a fost destăşurată, Prisma fiind dreaptă, laturile poligonului de bază 
ABC sint perpendiculare po muchiile laterale ale priemel, Prin Urmare, 
poligonul de bază so transformă prin desfășurarea prismei intr-o linie Cepe 
Dacă pe o față a prismoi BCC, B, so trago o dreaptă £/, atunci segmentu 
EF=ESF*, iar unghiurile po caro ÆF lo face cu muchiile BRB, şi CC, Be 
menţin în desfăşurare, Din colo do mai inainte rezultă : 

1) O linie poligonală trasă pe suprafaţă se transformă într-o linie poligonală 
de aceeaşi lungime. 

2) Unshiurile dintre muchii, ca şi unghiurile pe care le fac muchiile cu 
laturile unei linii poligonale trase pe suprafaţă se conservă. Deci dreptele para- 
lele se transformă în drepie paralele. 

3) O secțiune dreaptă făcută într-o prismă se transformă prin desfășurarea 
prismei într-o linie dreaptă. 
ai cy 


ele gi atunci cind 


a) Dostăşurarea unei prisme 
dată prin proiecţiile ei (fig. 200). 
Epură. Fie prisma ABCDA, 
B,CD, (abe...a'b'c' ), cu baza 
ABCD € [H]. Planul bazei 
superioare A,B,C,D, e plan de 
nivel. Pentru desfăşurarea pris- 
mei trebuie să se cunoască 
adevărata mărime a muchiilor. 
Dacă se schimbă planul ver- 
tical, aducindu-l paralel cu 
muchiile laterale ale prismei, 
proiecţiile muchiilor pe acest 
plan sînt egale cu mărimea 
lor. Deoarece transformata 
prin desfăşurare a unei secțiuni 
normale este o dreaptă, se sec- 
ționează prisma cu planul [ PP”) 
perpendicular pe muchiile la- 
terale ale prismei. 

Urmele acestui plan sînt per- 
pendiculare pe proiecţiile omo- 
nime ale axele prismei. 
Se construieşte urma P” a pla- 
nului secant în sistemul (FV) 
ou ajutorul muchiei (ce, e'c'h 
a cărei proiecțiope V, estec'e?,, 
(0 0%3 = CC.) ce se obține du- 


c’ cind, din punctul de intersecție 
Pig, 200 dintro Pşi X,, urma P" | cete ai 
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Pentru a simplifica cpura s-a oprit numai partea de prismă cuprinsă între 
planul H și planul PP’). Secţiunea făcută cu acest plan are ca proiecţie pe V, 


Fig. 200 a 


patrulaterul m“n”p” q”, aşternut pe urma P”. Prin rabatere se află adevărata 
mărime a secțiunii care este poligonul m, no Po (o: ; 

Pentru efectuarea desfăşurării, pe o dreaptă oarecare (fig. 200 a), se 
poartă lungimile : M*N* = mono, N*Q*=noqo, 0 P* =q po Și P*M* = pomo, 
care sînt egale cu laturile poli- 
gonului de secţiune. Segmentul 
M* M* este transformata prin 
desfăşurare a secţiunii nor- 
male. În punctele de diviziune 
M*,N*,... se ridică perpen- 
diculare pe M* M*. Acestea sint 
transformatele muchiilor pris- 
mei, pe care se poartă : 

M*A = TAOL N*D = n'd”, 
OE cp 0 pi dese 

S-a obţinut şirul de trapeze 

dreptunghiulare : 
AM*N*D, NDOC.. eto., 
care. formează desfăşurarea 
suprafeței laterale a părţii de 
prismă cuprinsă între planul 
H şi [PP']. Pentru a obţine 
desfăşurarea părţii situate dea- 
supra planului secant, se ia: 
AA, = DD, = CC, = BB, Ea 


Fig, 202 


a a 
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= e". Deoarece poligoanele ABCD și A,B,C,D, sint cuprinse în două 
plane paralele, rezultă : A,D,]| AD; DC | DC ete. sait e Ip 

b) Destăşurarea unei piramide, Desfășurarea unei p $ pra feţe 
unei prisme se poate face pe un plan oarecare sau pe planul unei is: 


Fig. 201 


Fie piramida triunghiulară SABC, cu baza ABC (abc, a' b'c') în pla- 
nul H. Deoarece poligonul ABC € [A], ac, ab şi bc sînt, adevăratele mărimi ale 
laturilor triunghiului A BC (fig. 201).Se află mărimile muchiilor laterale SA, 
SB și SC, rotindu-le în jurul unei axe verticale care trece prin virful pira- 
midei (axa nefigurată în epură), pînă ce devin paralele cu planul V. 

Proiecţiile orizontale ale muchiilor rotite se aștern pe o paralelă cu linia 
de pămînt, ce trece prin s; iar sa, Sb, şi sc, sînt proiecţiile orizontale ale 
muchiilor rotite. Proiecţiile verticale : s'a4,s'b', şi s'c”, sint adevăratele mărimi 
ale muchiilor laterale ale piramidei. Desfăşurarea suprafeței (fig. 201, a) se 
compune dintr-o succesiune de triunghiuri care au un virf comun, ale căror 
laturi sint muchiile piramidei. 

Dacă piramida este secţionată cu un plan [RR'], transformatul prin des- 
fășurare a poligonului de secţiune este linia îrîntă N“ PY M* Ne, care se 
obține luind ; l 

; s'n = S*N*, s'p, = S*P*, sm = S*M*, 

Observare 

Dacă baza piramidei este într-unul din planele de proiecție, se obține o desfăşurare 
a suprafeței, răbătind feţele laterale pe planul bazei (fig. 202). Pentru aceasta este sufi- 
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ciont să ao rabati 0 singură muchio dooaroco cololalto so deduc, Triunghiurile fețelor 
au oito o latură comună ou baza; lar rabaterile virfului 8o 5*g gi 5#% go găsesc pe per- 
pondicularelo po laturile bazol duso din prolocţia sa orizontală a, i 

În opură s-a rabătut muchia SC cu ajutorul punctului M (mm'), Rabaterea feţei abe 
osto Sobe, Celelalte fofo so obțin din aconsta, 

Dooaroco so poato troco do la dostiyurare la proiocțiilo unui poliedru, ge poate rezolva 
problema construirii prolooțiilor unui poliodru cind so cunosc muchiile şi unghiurile 
dintro olo, 


(7) (u) (4) 


Fig. 203 


Aplicații 
1) D urarea unui trunchi de piramidă (fig. 203). 
Se FĂ ekaia de piramidă! (abc...a'b'c'). Feţele laterale fiind patrulatere, se împart 
în triunghiuri prin diagonale. Adevărata mărime a muchiilor şi diagonalelor feţelor se 
obține rotindu-le în jurul unor axe verticale, astfel încît să devină paralele cu planul 
vertical, În práctică, aceste axe se deplasează în afara epurei, pentru a păstra claritatea 
construcţiilor grafice, Astfel s-a transportat operaţia do rotaţie în (I) pentru muchiile 
laterale, în (II) pentru diagonale și în (EIA, pentru laturile poligonul aliad: 
Lungimile ab, be ,., se iau din epură deoarece (a b e d) € [i]. Triunghiul 44,B, com- 
letat cu AABB., dă fața AA,B,B. Se ropetă această operație pentru celelalte fețe 
ale poliedrului, i i 
onatruirea unei piramide ale cărei muchii sint date (fig, 204). i X 
fe PA lungimile muchiilor SA, SB, SC, AB =a oto, ale unei piramide triuaghjleze 
Pe a Aa epura acestei piramido go construieşte A abc = AABC ELH] Dacă se 


2 
i 
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consideră piramida desfăşurată pe planul bazei, atunci rabaterile feţelor, laterale sat ari: 
unghiuri ale căror laturi sint ogale cu muchiile date. Astfol : AacS, = AA CS şi AchSe = Al i r 
în care S, şi Sa sînt rabaterilo virtului :5 făcute în jurul axelor ac Şi ch, Deci prgiec, 4 
ortogonală a vîrtului pe planul 27 este s = Sasa [] Sasu. Iar proiecția orizontală a piramidei 
este sade, Pentru a afla proiecția verticală 


trebuie să se cunoască înălțimea piramidei, „II, II a 
care se află din triunghiul dreptunghic for- 58 


pa) 
mat de înălțime, apotema piramidei coros- sl A 
punzătoare feței şi distanța de la piciorul 

Îţi la latură. În epură, acest triunghi =A 

a fost rabătut în ssas, iar ss* este înăl- 

țimea piramidei. 


8. Intersecţia poliedrelor 


Intersecţia a două poliedre P și P, 
este în general un poligon strimb, ale 
cărui viriuri sînt punctele în care 
muchiile poliedrului P intersectează 
poliedrul P,, iar muchiile poliedrului 
P, intersectează P. Laturile se află pe 
dreptele de intersecție a planelor a 
două fețe. 

O latură a poligonului de intersecţie 
uneşte sau două puncte situate pe 
două muchii ce mărginesc fața unui 
aceluiași poliedru, sau un punct de pe 
muchia unui poliedru cu un punct de 
pe muchia celui de-al doilea. În pri- 
mul caz, muchiile care aparţin unei 
aceleiași fețe a unui poliedru întîlnesc 
o aceeaşi față a celui de-al doilea poli- 
edru; în cazul al doilea, cele două 
muchii care aparţin unei aceleiași feţe a unui poliedru intersectează fiecare 
o altă faţă a celui de-al doilea poliedru. 

Dacă poligonul de intersecţie este un poligon continuu, intersecţia se nu- 
mește rupere; iar dacă poligonul de intersecţie se desfa 
care pot fi plane sau strimbe, intersecţia este o pătrundere. 

Deoarece laturile poligonului de intersecţie sint date de inter 
feţe ce aparţin fiecare altui poliedru, iar vîrturile sînt punctele 
dintre muchiile unuia dintre poliedre cu celălalt, rezultă două metode de a 
construi intersecţia a două poliedre : prin feje sau prin virfuri. 

E le prismele ale căror baze ABC şi MNP se găsesc într-un acelaşi plan 
(fig. 205), Se construiește poligonul de intersecţie dintre cele două prism |, 
căutindu-se punctele în care muchiile unui poliedru intersectează pe al doilea 
Și punctele în care muchiile celui de-a] doilea îl intersectează pe cel dintii 
Deci este de rezolvat problema intersecţiei dintre o dreaptă şi un poliedru, 
pentru fiecare muchie în parte, Pentru a obţine aceste puncte se folosesc 
plane auxiliare paralele cu muchiile prismelor. Direcţia acestor plane este 


ce în două poligoane 


secția a două 
de intersecţie 
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determinată de dreptele Ph şi Ph, duse dintr-un punct oarecare F al spa- 
piului, RANN cu muchiile prismelor ABC şi MNP. Urma planului deter- 
minat de aceste două dropte po planul m este Qg = kky. Urmele Q, Q; etc. 
ale planelor auxiliare pe planul m sint paralele cu Qy. 


Fig. 205 


Planele auxiliare utile sînt acelea care, trecînd prin muchia unei prisme, 
intersectează poligonul de bază al celeilalte. Astfel, planul auxiliar Q, care 
trece prin muchia P, întilneşte baza ABC în punctele a şi B. Acest plan in- 
tersectează fețele AC şi BC după dreptele paralele la muchiile prismei ABC, 
duse din punctele œ şi B. Aceste drepte întîlnesc muchia P în punctele æ, şi 
Bp, care sînt două vîriuri ale poligonului de intersecție. Planul Q,, dus prin 
muchia A, secționează prisma MNP după paralelele la muchiile sale, duse 
din punctele 1 și 2. Aceste drepte intilnesc muchia A în punctele A, şi Aa. 
Cu ajutorul planelor auxiliare Q, și Qs, care trec prin muchiile M şi B, se 
obţin virturile : Yu, Òn, Ba Și Ba. Se observă că urma planului dus prin C nu 
taie poligonul MNP, iar urma celui dus prin N nu taie poligonul ABC. Deci 
muchia C nu intersectează prisma MNP, iar muchia W nu intersectează 
prisma ABC. Planele utile sint cuprinse între planele @ și Qs, care, pentru 
acest motiv, se numesc plane limită. 

Considerind punctele ce s-au obținut pe bazele ABC şi MNP, ca şi punc- 
tele în care muchiile unui poliedru intersectează feţele celuilalt, se poate face 


următorul tablou : 
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A 


Baza ABC a | A | Y | p | 5 a A | 
| Baza MNP P|1|M|3| M|P|i|a |» Și | 
| ARE 
| Virfurile poligonului | | 
| de intersecție ap Aj; Yy B| m Pr | Ba | 42| 97 | 


Pentru a uni în mod corect punctele obţinute se imaginează un punct 
mobil care descrie poligonul de intersecție într-un sens oarecare și se proiec- 
tează acest punct pe planul m după direcţiile muchiilor celor două prisme. 
Proiectantele fiind cuprinse în feţele celor două prisme, proiecţiile punc 
tului mobil se găsesc întotdeauna pe laturile poligoanelor ABC şi MNP. 
Dacă proiecţiile punctului mobil pe cele două baze sînt punctele z și P, atunci 
punctul corespunzător poligonului de intersecţie este œp. Sensul de mișcare 
este cel arătat de săgeți. În poziţia A}, punctul mobil este proiectat în A 
şi în Z, în poziţia yy este proiectat în y și M etc. Dacă se cunosc proiec- 
tile y şi M, se obţine yy ca intersecţie dintre dreapta dusă din y paralelă 
cu muchiile prismei ABC, cu dreapta dusă din M paralelă cu muchiile pris- 
mei MNP. Deci între punctul mobil şi proiecţiile sale există o relație de 
reciprocitate. 

Fie punctele « şi P situate pe aceeași urmă Q, și sensul de mișcare al 
punctului mobil de la dreapta la stinga. Punctul corespunzător situat pe 
poligonul de intersecţie este «p. Parcurgind latura CA, se întilneşte punctul A, 
căruia îi corespunde pe latura PM punctul 7. În spaţiu, punctul cores- 
punzător este A}. Deci se unește «p cu A. Trecîndu-se pe latura AB, se gă- 
sesc punctele y şi B, cărora le corespund, pe MNP, punctele M şi 3. Punc- 
tele din spaţiu sint yy şi Ba. Se unește A, cu yy şi yu cuU Bz- 

Deoarece porțiunea 34 nu ia parte la intersecţie, proiecția mobilului 
nu poate fi pe nici una din laturile acestui triunghi. Continuînd mișcarea 
punctului mobil pe poligonul de intersecţie, proiecția sa pe poligonul MNP 
îşi schimbă sensul de la punctul 3, în timp ce mişcarea proiecției pe ABC 
păstrează același sens. Pe faţa BC se întilnește punctul 5, iar pe MN punctul 
M; pe poligonul de intersecţie rezultă punctul òy. Se uneşte B, cu òy. Cind 
proiecția punctului mobil pe ABC este în R, proiecția sa pe MNP este în P, 
iar punctul corespunzător este fp. Proiecţia punctului mobil pe ABC îşi 
schimbă sensul de mişcare în punctul B, pe cînd sensul mișcării proiecției 
sale pe MNP rămine același. 

„Se urmărește mersul acestor proiecţii pînă cînd se revine la proiecţiile 
inițiale « şi P. Se observă că în timp ce punctul mobil parcurge poligonul 
de intersecţie, proiecţiile mobilului parcurg de două ori cele două baze, cu 

excluderea porţiunilor care nu iau parte la intersecţie. Modul de unire a 

virturilor poligonului de intersecţie rezultat din urmărirea proiecţiilor pe poli- 

goanele de bază ale punctului mobil ce parcurge poligonul de intersecție 
dintre poliedre se numește legea mobilului, 

a) Intersecţia a două prisme. Bpură (fig. 206), Se consideră prismele triun- 
ghiulare ABC (abe, a' b' c') şi MNP (mnp, m' n' p'), cu bazele în planul Æ. 
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Se convine să se numească faţa unei prismo după latura bazei căreia îi cores- 
punde; spre exemplu, fața ab esto fapa prismei ce corespunde laturii ab. Mu- 
chiile sè numesc cu litera virfului triunghiului de bază corespunzătoare. 


Fig. 206 


Pentru a afla poligonul de intersecţie dintre prismele date, dintr-un punct 
din spaţiu (œ, œ’) se duc paralele la muchiile celor două prisme. Aceste 
paralele (oh, wh’) şi (ok, œk’) determină planul cu care vor îi paralele 
planele auxiliare. Urma orizontală a acestui plan este kh. În epură se în- 
trebuințează numai urmele orizontale ale planelor auxiliare. 

Astfel, planul auxiliar A, care trece prin muchia m, secţionează prisma ABC 
după dreptele paralele cu muchiile ei, corespunzătoare punctelor 7 şi 2, în 
care urma orizontală A intersectează baza abc. Aceste paralele întîlnesc mu- 
chia m în m, şi ma, care sint două viriuri ale poligonului de intersecţie. 

Urma orizontală A, a planului care trece prin muchia b interseotează poli- 
gonul mnp, în 3 și 4. Secţiunea făcută de A, în această prismă este formată 
din dreptele paralele cu muchiile prismei corespunzătoare acestor puncte. 
Aceste drepte intersectează muchia b în punotele ba şi ba: 


n 
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Gu ajutorul planelor Ay gi Ag curo trec prin muchiile p 4i c se determină 
punelolo : Ps, Pos Ca şi Ca. 

Gonsiderind proicoţiilo po colo două bazo ale punctului mobil care descrie 
poligonul do intorsocpio, so obţine tabloul : 


s j 
Proiccpia po ABC 9/b] 60|? | b-|— | | | 5 | €| 61] bj2 
T i 
Proicoţia po MNP ml alpi? | p|98|ml&|—|8 h |n 
Intersecțio mal by | Po | cb] — ml — || ls | — | ba | m 


Intersecţia este o rupere și se compune dintr-un singur poligon. Urmărind 
ordinea în care sint inscrise pe tablou punctele obţinute, rezultă laturile 
poligonului de intersecţie, care sint: Maba; bapo; PoC; CPs Psi; MaCs; 
Csba Şi buna 

Planele A şi Ag sînt planele limită. 

Vizibilitate. Pentru a determina laturile vizibile ale poligonului de inter- 
secţie dintre două poliedre se pleacă de la faptul că o latură este văzută dacă 
rezultă din intersecţia a două fețe vizibile. Se poate întîmpla ca o latură a 
poligonului de intersecţie să aparţină unei feţe vizibile, dar fiind acoperită 
de cel de-al doilea poliedru, este invizibilă. Se consideră, în ce urmează, vi- 
zibilitatea poligonului de intersecţie în proiecţie orizontală și se presupune 
că s-a dat de o parte poliedrul MNP. Feţele văzute ale prismei ABC pentru 
proiecția orizontală sînt ab și bc, deci laturile: mb, conținută de ab; 
bps Şi PoC, conţinute de bc sint vizibile. Pentru același motiv sint vizibile 
laturile cgb, și Pama: 

Dacă prisma MNP ar fi prezentă, atunci laturile Maba şi bspe ar fi aco- 
perite de aceasta. 

— Printr-o mișcare de translație se pot separa cele două prisme şi se 
pot pune în evidență poligoanele de intersecţie pe fiecare poliedru în parte. 
De asemenea se poate separa solidul comun celor două corpuri. 


b) Intersecţia dintre o prismă și o piramidă (fig. 207). Fie prisma ABCDE 
(abcde, ab'c'd'e') şi piramida SMNOPR (smnopr, s'm'n'o'p'r' ), cu bazele 
în planul M. Pentru a obţine virturile poligonului de intersecţie, se 
due prin fiecare muchie a celor două poliedre şi prin Mp amda plane 
paralele cu muchiile laterale ale prismei. În acest mod, sebțiunile obținute 


în prismă se reduc la drepte paralele cu muchiile prismei, iar în piramidă, 


la drepte concurente în S(s,s'). 


Aceste plante se găsesc ducind din virful piramidei dreapta (sh, A), 
paralelă cu muchiile prismei. Prin această dreaptă troo toate planele auxi- 
liare ce indeplinesc condiţiile corute, Urmolo lor orizontale converg în punctul &, 
ce e numeşte punct de convergență, So obsonvă că urma orizontală Am 
a planului ce trece prin muchia SM a piramidei nu intersectează poligonul 


t3 
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de baad al priamoi: iar urma ovizontală c% co troco prin muchia C a prismei 
Mu intonteotoază poligonul do bagă al piramidei, Intersecţia este o rupere, 
Urma omsontală Au a planului auxiliar co troco prin muchia A a prismei 
taie poligonul mrapr in punotelo Z şi V. Dooi foţolo SMN gi AMR ale pira- 
mide sint seoționate după dreptolo co so proiooloază orizontal după s7 și 
s9, care intersectează muchia æ în « și a. Acestea sint proiecţiile orizon- 
tale a două virturi alo poligonului do intersecție, Proiecpiile lor verticale 
a şi a, se găsoso la intorsooția proioopioi a a muchiei prismei cu s7’ și 
s’ $. Ga vernilicare, proicoţiilo a, a şi «u 4 40 găsesc pe cite o aceeași linie 
de ordine. Se repetă operaţia pentru muchiile utile ale prismei și ale pirami- 


emana aaa. 


-~ 


Fig. 207 
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de bază al prismei; iar urma orizontală ck ce trece prin muchia C a prismei 
nu intersectează poligonul de bază al piramidei. Intersecţia este o rupere. 
Urma orizontală ka a planului auxiliar ce trece prin muchia A a prismei 
taie poligonul mnopr în punctele 7 și 2. Deci feţele SMN şi AMR ale pira- 
midei sint secționate după dreptele ce se proiectează orizontal după s7 şi 
s2, care intersectează muchia a în œ și au. Acestea sint proiecţiile orizon- 
tale a două virturi ale poligonului de intersecţie. Proiecţiile lor verticale 
& şi a se găsesc la intersecţia proiecției d” a muchiei prismei cu s'1' şi 
s' 2. Ga verificare, proiecţiile «, œ’ şi aa, a, se găsesc pe cite o aceeași linie 
de ordine. Se repetă operaţia pentru muchiile utile ale prismei și ale pirami- 


Fig, 207 


i 
| 
| 
| 
| 
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dei. Astfel, planul ce trece prin muchia e intersectează piramida Paa 
şi să, care întretaie muchia e, in P și fu iar acela Care a prin a j 
sn intersectează prisma după muchia b şi după paralela la aceasta, fiare 
prin 7, care întilneşte sn în & şi 8. Cu ajutorul celorlalte plane auxiliare 
se obţin celelalte virturi alo poligonului de intersecție, abil Fă 

Tabloul* analog celui de mai înainte, la care sa adăuga Tou pa eTo a 
a înscrie vizibilitatea celor două poliedre în proiecție orizontală și ve 
cală, este: 


SALIES EI 
Proiecția mobilului Ea amaA 6|—|a|e[5|719|d]i3]d]9]7|5|ela 
po ABCDE al—l elb |10 4 10] b e 5 É | 

Ue TER | | 
Proiecția mobilului PEA E lalh g|—l12 til olani —| 311 
pe MNQPR 113 nj 0jil| p a 8|3|4 | 7 P 
Intersecţia le|l—|—|5, aj Va S e ja ol Bil Y ES | v|A al 5 z pja 
| | | 
Vizibilitatea 
| | 
Poliedrul ABCDE  |—|— ăi ————— i E E E L i = 
Li 
| PEE 
Poliedrul MNQPR |—|— Ai H- | aan 
|] | | | 
Proiecţia verticală  |——| = i — == | [= ——— 
| | 
ABCDE | | -H a aa es pe 
| E ESGI 
r m | 
MNQPR ——= -+ eitinn f | aoka ZpS 
| Li 
T E n i | [|] 
Proiecţia orizontală |—|—| || | | | 
| pat 


Urmărind, acest tablou, construit după mersul mobilului ce parcurge poli- 
gonul de intersecţie, rezultă ordinea în care se unesc proiecţiile virturilor. 

În rubricile destinate vizibilităţii sint arătate, prin linii pline, laturile 
poligoanelor de bază ce corespund fețelor vizibile în cele două proiecţii, pen- 
tru fiecare poliedru în parte. În cazurile mai simple, se renunţă la tablou. 

„Porţiunile comun vizibile celor două poliedre arătate în tablou dau laturile 
vizibile ale poligonului de intersecţie. 


„ ©) Intersecţia a două piramide (fig. 208). Se dau piramidele SA BC (sade, 
sabe) și S,AB,C, (Sabic Sabu), ou bazele în planul H. Pentru 
ca sectiunile cu ajutorul cărora se obţin viriurile poligonului de intersecție 


*) Partea interioară a tabloului osto preconizată de A, Tănăsescu, 
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să fie simple, trebuie ca planele auxiliare să treacă prin dreapta 55, ce unește 
cele două virfuri. Urmele orizontale ale planelor auxiliare trec prin k, urma 
dreptei Sı Urma orizontală a planului auxiliar Q care trece prin muchia 
Sit intersectează poligonul abc in punctele 1 şi 2. Dreptele si şi s2 sint 
proiecţiile orizontale ale intersecţiilor planului Q cu feţele SAB și SAC. 
Acestea intilnesc s.a, în punctele æ şi ga, care sint două virfuri ale poli- 
gonului căutat. Cu ajutorul planelor auxiliare Q, şi Q, ce trec prin muchiile 
Sibi Și SC, se obţin punctele P, PNL a 

Deoarece planele limită Q și Q, exclud de la intersecţie părţi din piramida 
SA BC, cuprinzind între urmele lor Aabc, intersecţia este o pătrundere. 
Se observă că triunghiurile «ßy și &ıßıYı se găsesc pe două feţe diferite, SAB 
şi SAC, ale piramidei SABC. Poligonul de intersecţie s-a desfăcut în două 
poligoane, care în cazul de faţă sînt plane. Pentru acest caz simplu nu a mai 
fost necesar tabloul de mai înainte. 

d) Intersecţia a două prisme cu bazele în două plane oarecare. Fie pris- 
mele ABC (abc, a'b'c') și MNP (mnp, mn'p') cu bazele în două plane oare- 
care (fig. 209.) 

Pentru a afla viriurile poligonului de intersecţie, se secţionează sistemul 
format de cele două poliedre cu plane proiectante care trec prin muchii. 
Punctele de intersecţie dintre secţiunile făcute de planele auxiliare cu muchiile 
sint viriurile căutate. 


Fig, 208 


i idila tan 
Sat 
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Astfel, planul proiectant faţă de V, dus prin ploi iii toli cd 
abc după triunghiul 123, care este intersectat de muc aa Te pane pp 
căror proiecții orizontale sint œ și f. Planul Elo botan ata ie. Mia A 
nează prisma abe după triunghiul 456, care este intersectav de muc 


Fig. 209 


în y şi 8. Se constată că muchia p nu ia parte la intersecție. Punctele: 
%, B, y şi 3 sint virfuri ale poligonului căutat: 

Se află apoi punctele în care muchiile prismei abc intersectează prisma 
mnp. Planul proiectant al muchiei c secţionează prisma mnp după triun- 
ghiul 6*9*3%, care este intersectat de această muchie în A şi u, iar planul 
proiectant al muchiei a secţionează prisma mnp după triunghiul 1*74*, care 
e intersectat de muchia a, în e și p. Muchia b nu ia parte la intersecție. 
Laturile poligonului de intersecţie sînt date de perechile de puncte comune 
feţelor celor două poliedre. Astfel, a și y sint puncte comune fețelor ad 
Și mn, iar ași e sint comune feţelor ab și mp... eto. Două din laturile poligonului 
de intersecţie sint ay și ag. Celelalte laturi ale poligonului de intersecție se 
obțin în mod analog, 


} 
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Această metodi—a planelor proiectante — se aplică în toate cazurile și 
pentru toate poliedrele. 


Aplicație (hg. 210). 


Fie piramida regulată dreaptă, cu baza pătratul abed, silual într-un plan de nivel N, 
şi prisma pătratică, cu baza mnri, în același plan. Pentru a construi poligonul do 
intersecție se aplică metoda planelor proiectante, „care in cazul de faţă sînt chiar 
planele feței prismei. Proiecţiile orizontale ale virfurilor poligonului de intersecţie sînt 
intersecțiile dintre proiecţiile muchiilor laterale ale piramidei cu laturile poligonului mnr, 


e) Epura axonometrică a intersecţiei a două poliedre (fig. 211). Fie 
piramida SPOR (s*, s1; Pıgırı) Și prisma ABCDEF (abc, e*f*d*), ale căror 
baze sint cuprinse în planul [29]. Pentru a găsi poligonul de intersecţie se 
foloseşte procedeul arătat la dubla proiecţie ortogonală în aceeași problemă. 
Deci: din (s*, s.) se duce o dreaptă paralelă cu muchiile prismei. Această 
dreaptă are proiecția principală *hl|s e*a, și cea secundară Sh || ea. 

Punctul k, care este urma 
s acestei drepte pe planul 
i [xy], este punctul de con- 
vergență. Urmele pe planul 
[xy] ale planelor auxi- 
liare sînt: Ar hp ha 
şi hq Deoarece planele 
limită dr, şi kq, se referă 
la acelaşi poliedru, inter- 
secţia este o pătrundere, 
iar poligonul de intersecție 
este discontinuu. Poligoa- 
nele în care se descompune 
poligonul de intersecţie sînt : 
137 şi 4'6'2'5'8. 


Probleme 


1) Să se construiască pro- 
iecţiile unei prisme triunghiulare 
drepte, ştiind că una dìn fețele 
sale laterale este cuprinsă în 
planul bisector ntù, 

2) Să se construiască secțì- 
unea făcută într-un cub cu un 
plan dus prin centru, per 
pendicular pe o diagonală. Să 
se afle adevărata mărime a 
secţiunii. 

3) Se dă o piramiaă cu baza 
în planul F şi virul în planul Æ. 
Să se găsească punotele de 
Fig. 210, intersecţie cu o dreaptă cu- 
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prinsă Na planul bisector intti, Să so inscrie punctele de intersecţie pe desfăşurarea 
iramidei, j > , 
3 4) Se dă o piramidă triunghiulară dreaptă, a cărei bază este un triunghi de laturi 
cunoscute, situat în bisectorul al doilea, şi al cărui virf este în bisectorul intii. Să se 
secționeze cu un plan care trece 
rin ortocentrul bazei şi prin mij- 
oacele a două muchii laterale şi 
să se găsească adevărata mărime 
a secţiunii. 

5) Se dă o prismă oarecare, cu 
baza un triunghi în planul H. 

Să se găsească planul care să 
dea în prismă ca secțiune un tri- 
unghi isoscel. Discuţie, 

6) Se dă un cub care are un virf 
al bazei în planul H, altul în planul 
V.şi al treilea în B,. Muchia cubului 
este dată. Să se găsească poligonul 
de intersecţie cu o piramidă care 
are ca bază faţa inferioară a cubului 
şi a cărei înălțime este de două 
ori mai mare ca muchia cubului; 
piciorul înălţimii este ortocentrul 
unuia dintre cele patru triunghiuri 
formate de laturile bazei cu diago- 
nalele sale. 


Fig. 211 
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prinsă în planul Îisector dati Să se asore panolak da întameația pa dosfăgurama 
piramidei. = ; < 

è} S amiki triuughi dwaptă, a orai bază aslenn triunghi de laturi 
e eoliene si pri g A cărui vint este în biseotorul intii, Să se 
secționeze ce un pha care trece 

ortocenteul zei şi pria mij- 
ancele a două muci later și 
să se găsească adevărata miro 
a secțiunii. 

$) Se dă o prismă oarecare cu 
baza un triunghi în planul Æ. 

SI se găsească planul care să 
dea în prismă ca secțiune un trò 
unghi isoscel. Discuţie. 

&) Se Qă un cub care are un rit 
al bami în planul H, altul în plaaul 
FN al treika în E, Mechi cubului 4 
aste dată SI se gătească poligonul 
de intersecţie ca o piramidă care 
are ca bază fata inferioară a cubului -- 
şi a cărei înălțime este de doal 
ori mai mare ca muchia cubului: 
piciorul înălțimii este ortocentrul 
unuia dintre cele patru triunghiuri 
formate de laturile bazei cu diago- 
nakle sale. 


Ris u 


CAPITOLUL VI 
CURBE 


1. Curbe plane 


a) Generare. Un punct care se mișcă într-un plan descrie o curbă plană. 
Legea de generare a curbei se exprimă printr-o relaţie între coordonatele 
punctului generator. Această relaţie este ecuaţia curbei. 

Dreapta care trece printr-un punct al curbei și a cărei direcţie coincide cu 
direcţia de mișcare a punctului este tangenta la curbă în punctul considerat. 

Un punct al curbei care nu prezintă nici o particularitate se numește punct 
curent. Unui punct curent îi corespunde o singură tangentă. 

Dacă punctul generator, în mişcarea sa, trece de două ori prin aceeaşi 
poziţie, punctul corespunzător celor două treceri se numește punct dublu 
sau nodal. 

Într-un punct dublu P (fig. 212) sînt două tangente 7, și tẹ distincte sau 
nu. Dacă punctul generator trece de mai multe ori prin aceeași poziţie, punc- 
tul se numeşte punct multiplu, iar numărul n de cite ori curba trece prin 
același punct se numește ordin de muliiplicitate. Într-un punct multiplu, curba 
are n tangente distincte sau nu (fig. 212, a). 


t 


©) 


Fig., 212 
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Se numeşte punct unghiular punctul in care curba admite două tangente 
distincte 7, şi Ta (fig. 213), iar punctul generator M îşi schimbă direcţia 
de mişcare, Dacă cele două tangonte 7 și Tg sint confundate, atunci punc- 
tul se numeşte punct de întoarcere sau punct cuspidal. Punctele de intoarcere 
se împart în două categorii : 

1) Punct de întoarcere de speța initia, cind ramurile (c,) și (e) ale curbei 
sint de o parte şi de alta a tangentei comune (fig. 214, a). 


M Ér 
N 
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Fig. 213 Fig. 214 


2) Punct de întoarcere de speja a doua, cînd ramurile (c,) şi (c>) ale curbei 
sînt de aceeaşi parte a tangentei comune (fig. 214, b). 


Punct izolat este punctul de pe curbă ale cărui coordonate satisfac ecuația 
curbei, dar prin care nu trece nicio ramură reală. În acest punct al curbei, 
tangeniele sînt imaginar conjugate. Dacă o dreaptă este tangentă în două 
puncte diferite ale unei curbe, se numește tangentă dublă, iar dacă este tra- 
versată de curbă în punctul său de tangenţă M, se numeşte tangentă de 
infleziune (fig. 245), iar punctul de tangenţă este punct de infleziune. 

nir-un punct de inflexiune, curba își schimbă sensul concavităţii. 


2. Curbură 


Se consideră un cerc pe care se iau punctele M şi M, infinit vecine, în 
care se duc tangentele t, t, și normalele n, n, (fig. 216). Între unghiul dintre 
tangente și cel al normalelor există egalitatea : 


~ ~N 
€. 


~ 
th = nmn = 


Deviaţia cercului do la direcţia tangentei în punctul AM se numeşte curbură 


și se evaluează cu ajutorul raportului —— » în care s este unghiul dintre 
A MM, 
tangentele duse în M și M, Acest raport so numeşte curbura medie a 
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arcului de curbă MM, Dacă M, tinde către M, atunci raportul de mai 
înainte tinde către o valoare k, care pentru cerc este: 


a OB „sin (nu) MM 1 
ÎN INCI i e 2 fii ce MM ada 
E PE OM- MM, R 


MM MM, MM MM MM 


Fig. 215 ; Fig. 216 


Cum raportul 1: R = k este constant, rezultă că cercul are curbură cons- 
tantă. Această proprietate este caracteristică cercului. Curbura unei curbe oare- 
care variază de la punct la punct. 

Fie o curbă oarecare (C) (fig. 217). Se numeşte curbura acestei curbe 
într-un punct M deviația ei de la direcția rectilinie a tangentei în M. Ca 


E: 5 A DN: s a e 
şi pentru cerc, această deviaţie se exprimă cu ajutorul raportului = 
MM, 


ce 


are aceeaşi semnificație ca mai înainte. 


Fie cercul tangent la curbă în M, care trece prin M,; cind M, > M, 
cercul considerat tinde către un cere care este cercul de curbură în punc- 
tul M; în acest punct curbura curbei (C) este egală cu curbura cercului 
de curbură. Raza lui este raza de curbură, iar centrul său, centrul de 
curbură în punctul considerat. Din ra- 
portul: 1:R=—k rezultă că raza de 
curbură este inversa curburii (R = 1 : $). 
Centrul de curbură se află pe normala n 
în M, la o distanţă egală cu raza cer- 
cului de curbură. Centrul său este situat 
în concavitatea curbei, iar curba poate 
traversa cercul său de curbură în pwnc- 
tul de contact, 

Cunoașterea cercului de curbură san 
a centrului de curbură din punot de 
vedere practic este suficientă pentru a 
ne da seama care este forma curbei în 
Fig, 217 jurul unui punet, Sint însă şi excepții. 
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3. Curbe grafice 


În geometria descriptivă intervin curbe rezultate prin unirea unor puncte 
obţinute prin construcţii, curbe care uneori nu au o definiţie geometrică. 
Acestea se numesc curbe grafice. Determinarea tangentei, a normalei, a razei 
şi a centrului de curbură într-un punct se obține prin aproximaţie. Metoda 
ce se întrebuințează — bazată numai pe construcție — este experimentală. 


a) Tangentă la o curbă grafică. 1) Tangenta într-un punct (fig. 218). Fie 
(T) curba grafică dată și M punctul pe curbă în care se propune să se 
construiască tangenta. Din M ca centru se descrie un cerc cu o rază arbitrară 


şi se construiese secantole MA, MB, MC etc., astfel ca punctele A, B, C 
să nu fie prea depărtate de M. AE 

Pe secantele care taie arcul de cerc în: A}, Bı, C,... etc. se iau : A,A’ =M A, 
B,B' = MB, CiC' = MC... etc. Unind punctele A’, B’, C',..., printr-o tră- 
sătură continuă, se obține o curbă ([,), care se numește curbă de eroare. 

Punctul M, de intersecție dintre curbele (T) şi ([,), este un punct al 
tangentei; al doilea punct este dat de intersecția Z dintre curba de eroare 
şi arcul de cero. Dreapta MI este tangenta căutată, deoarece este secanta 
care întilnește curba în două puncte a căror distanță este nulă. 

2) Tangenta dintr-un punct exterior (fig. 219). Fie e punctul din care se 
cere să se ducă o tangentă la curba grafică (T). Pentru aceasta, din œ se 
duce o secantă variabilă, care taie curba (I) în punctele: PR; Pa Ra; =- 
P;R;. Din aceste puncte se duc paralele cu o direcţie oarecare, pe care se 
iau segmente egale, două cîte două şi în sens contrar unul altuia : 


PP! = RR 


Unindu-se printr-o trăsătură 
continuă şirurile de puncte 
PiP; şi Rí R;..., se obţine curba 
de eroare (I), care intersec- 
tează în Q curba dată; acesta 
este punctul de contact al tan- 
gentei dusă din w la curba dată. 


Fig, 218 Fig, 219 
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3) Tangentă paralelă cu o direcţie dată (fig. 220). Fie curba grafică (C) 
ŞI o direcţie D. Pentru a afla punctul de tangenţă se duce un fascicul de 
corzi paralele cu direcţia D. Unind printr-o trăsătură continuă mijloacele 
acestor corzi, se obține curba diametrală (C,) a curbei (C), conjugată direc- 
tiei D. Punctul de intersecţie S dintre curbele (C) 
şi (Cı) este punctul de tangenţă, iar dreapta ST,- 
tangenta cerută, 

b) Normală la o curbă grafică. Folosindu-se cons- 


trucțiile tangentei într-un punct și ale tangentei 
paralele cu direcţie dată s-a rezolvat, concomitent, 


Fig. 220 Fig. 221 


şi construcția normalei într-un punct. În ce urmează se dă construcția directă 
a normalei duse dintr-un punct Pla curba grafică (C), (fig. 221). Pentru a afla 


piciorul normalei se descrie din P ca centru un număr de cercuri, care - 
intersectează curba (C) în punctele: A, A,; B, 8...., din care se duc para- - 
_ lele la două direcții arbitrare. Se formează un şir de paralelograme care 


au diagonala mare comună. Intersecţia J dintre aceasta și (C) este piciorul 
normalei dusă din P. 


c) Centru de curbură (fig. 222). Cercul tangent al unei curbe (C) într-un 
punct P, care trece printr-un punct A vecin punctului P, are centrul la 
intersecţia normalei în P cu mediatoarea corzii PA (v. fig. 217). Cînd A—P, 
normala și mediatoarea se intersectează sub un unghi foarte mic, şi grafie 
punctul de intersecţie care este centrul de curbură nu este determinat. 
Pentru a afla centrul de curbură corespunzător unui punct dat pe o curbă 
se foloseste următoarea construcţie care permite determinarea lui cu o 
i aproximație destul de bună. 3 

Se duc normala PS şi tangenta TP în Pla curba (C). 
Se iau de o parte şi de alta a punctului P punctele A 
și B. Din punctele de intersecție R şi S ale normalei 
cu mediatoarele corzilor AP şi PB- se duc paralele 
la tangentă, care se intersectează cu paralelele duse 
din A și B la normală, în punctele E şi F. Dreapta EF 
taie normala în K, cara este centrul de curbură, 
Fig, 222 iar PK raza de curbură. 
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4) Evolute şi evolvente 1 


Normalele unei curbe oarecare (C*) infăşoară o curbă (C) care se numește 
evoluta curbei (C*). Curba (C*) se numește evolventa curbei (C). Deoarece 
intersecţia a două normale infinit vecine este un centru de curbură, rezultă 
că evoluta unei curbe este locul geometric al centrelor sale de curbură (fig. 223). 

Dacă se consideră o curbă fixă (C) şi o tan- 
gentă mobilă al cărei punct de contact alunecă 
pe curbă, atunci punctele tangentei descriu cur- 
bele C*, C$ etc., ale căror tangente Mt, Mut, ... 
ete. sint perpendiculare pe tangentele mM, nN 
etc., corespunzătoare curbei (C). Rezultă deci 
că: o curbă oarecare are o singură evolulă și o 
infinitate de evolvente. Curbele C*, avind tangen- 
tele paralele în punctele corespunzătoare, se 
numesc curbe paralele. Ele sint traiectoriile orto- 
gonale ale tangentelor la curba (C). 

a) Evolventa cercului (fig. 224). Fie cercul œw 
cu raza R, care se divide într-un număr de 
părţi egale (în fig. 224 s-au făcut douăsprezece 
diviziuni). Prin punctele de diviziune 7, 2, 3, 4, 
Fig. 223 5, B se duc tangente la cerc, pe care se iau 


segmentele: IMi = AT; 2M? = 42; ... Curba 
C = AM M? ... este evolventa cercului. Tangentele la această curbă sint 
perpendiculare pe IM+, 2M? ... etc. O generare intuitivă a curbei este 
dată de desfășurarea unui fir care a fost înfăşurat pe cerc. Ținînd firul întins, 
extremitatea liberă descrie evolventa cercului cînd se desfăşoară firul. 
Dacă se schimbă sensul desfăşurării pe cerc, se obţine o evolventă sime- 
trică celei dintii. 
Evolventa cercului are multe aplicaţii în tehnică; între altele este întil- 
nită la determinarea profilului flancurilor roţilor dinţate (fig. 225). Profilul 
este dat de arce ale evolventei cercului ([,). 


Fig, 225 


_ 1 Aceste curbe au fost descoperite în unul 1665 de cătro Huygens cu Ocazia cerce 
tărilor ce le făcea asupra mişcării osocilatorii ale orologiilor. 
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b) Evoluta elipsei (fig. 226). Evoluta unei elipse (Æ), care este infășură- 
toarea normalelor, esto o curbă (Æ), care are patru puncte de întoarcere 
situate po axele olipsoi, 

Evolutele acestei ovolute (Æ) sint curbe paralele cu elipsa, care se obțin 
purtind pe normalelo la elipsă segmente egale între ele. Evoluta a doua 
a evolutei (Æ,) este curba (/*), 
care are patru puncte de întoar- 
cere situate pe (E) şi două 
puncte duble și N situate pe 
axul mare al elipsei (Æ). 


Această curbă din urmă (£*) este 
importantă pentru geometria descrip- 
tivă, deoarece se întilnește cînd se 
caută proiecția ortogonală a contu- 
rului aparent al unui tor, care este 
suprafaţă generată de o sferă, al că- 
rui centru are o mişcare circulară în 
jurul unei axc, cînd planul pe care se 
proiectează este oblic faţă do. axă. 
Centrul sferei mobile descrie un cerc 
a cărui proiecţie este ó elipsă. Pe Fig. 220 
planul de proiecţie, conturul aparent 
al sferei este cercul. cu centrul în 44. Conturul aparent este curba întășurătoare a unui 
şir de cercuri, ale căror centre se găsesc pe proiecția traiectoriei contrului sferei, care 
este o elipsă (E). Deci conturul aparent este format de elipsa cu axa mare AA;, iar 


a doua parte a sa este formată de evoluta întiia a evolutei (£,) — neligurată în opură — 
sau de evoluta a doua E* a elipsei (£). 


( 5) Curbe podare 


Curba podară a unei curbe (C) în raport cu un pol O oste locul geometrie 
al proiecţiilor ortogonale ale polului pe tangentele la curba (C). Sint trei 
tipuri de podare, ce corespund unei aceleiași curbe, după cum polul se 
găsește în interiorul curbei, pe curbă sau este exterior. 

Dintre podarele care prezintă mai mult interes tehnic este aceea a cer- 
cului cunoscută sub numele de melcul lui Pascal. În ceea ce urmează se 
consideră unul din cele trei tipuri de podare ale 
cercului (fig. 227). 

Fie cercul de rază R şi centru A şi polul O sì- 
tuat în interiorul său, 

Se construieşte diametrul PPS, în extremi- 
vățile căruia se dud tangontele la cercul A. 
Proiecţiile ortogonale Q şi @* ale polului O pe 
acoste tangente sint punota ce aparțin curbei 
podare (C^). Punotolo $ şi S% corespunzătoare 
(77) diametrului co trooe prin pol aparțin cercului A 
Fig. 227 yi curbei CP, 
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6.) Cisoida 


Rie cercul cu centrul în O, în care se duc diametrii AB CD. Dacă de 


o parte şi de alta a punctului A se iau arcele AP = AG, iar din Æ şi G se duc 
EE' |GG' || AB (fig. 228), locul geometric descris de punctul M de inter- 
secţie dintre CE cu GG';, cind arcele AG și AF variază, este curba numită 


Fig. 228 


Fig. 229 


cisoidă 1. Dreapta CE’ taie GG' în punctul M’, simetricul lui M, în raport 
cu diametrul CD; curba are două ramuri simetrice, iar CD este axa sa 
de simetrie. C este punct de întoarcere. 

Din figura 228 se observă că CE = MF, ca sume de argumente egale 
(CM = EF). 

Considerînd această proprietate esenţială, Newton ? a enunțat următoarea 
teoremă: Dacă un punct A- al laturii, unui unghi drept AGH descrie 
o dreaptă fixă AB, iar latura GH trece prinir-un punct. fix, care este la o 
distanţă de dreapta AB egală cu GA, atunci mijlocul M al laturii GA descrie 
o cisoidă. SĂ 


Această teoremă arată că cisoida se poate construi printr-o trăsătură 
continuă, aşa cum se arată în figura 229. 


1 Curba aceasta este cunoscută sub denumirea cisoida lui Diocles. A fost însă desco- 
perită mai înainte de către Proclus, iar cele dintii studii asupra ei au fost făcute de 
către Fermat în 1640. i 

2 Demonstrarea teoremei lui Newton (fig. 230). Dacă O = ABNNO, atunci ANOA = 
= ANGA, deoarece au aceeaşi ipotenuză AN şi catetele GA = NO prin construcție. Deci 


1 
JONA = XNAG. Şi dacă P = NONGA, ANPA este isoscel, pentru că NG = — NO, 
1 3 
iar MAEI GA: (GA = NO), Rezultă că MC || NA. Fio F intersecția dintre CAZ cu 


paralela dusă din A la NO; cercul cu contul în O şi raza OA trece şi prin punctul C, 
deoarece CO = OA, Dacă so construieşte tangenta în D, care este o extremitate a dia- 
metrului CD, punctul Z so va găsi pe acoastă tangentă. Unind O cu E, se formează 
triunghiurile COF și MAT, caro fiin isoscole şi egalo între ole no permit: să seriem 
CE = MF, care esto propriotatoa co dotinoşte oisoida, 
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7. Curbe rulete 


9) deplasare infinit mică a unei figuri plane în planul său este o rotaţie 
infinit mică în jurul unui punct care se numeşte centru instantaneu de 
rotație. Pentru diferitele poziţii ale unei figuri mobile (C”) în planul său, 
unui şir de puncte ale sale P, P{, P3 îi corespunde în planul fix şirul de 
Po re Pi, Pa., care devin pe rînd centre instantanee de rotaţie 

ig ; 


Fig. 230 


Punctele Po, Pi, Pa -aparțin unei curbe (C) fixe. Curbele (C') şi (C) 
au în comun — pentru poziția considerată în figură — punctul Po, în care 
ele sint tangente. Un punct oarecare P4 € (C”) descrie o traiectorie (C^), 
care se numește ruletă. Curba fixă (C) pe care se rostogoleşte (C”) fără 
lunecare este baza ruletei. Punctul în care tangenta la ruletă este normală 
la curba bază este un punct de întoarcere pentru ruletă. 

Rostogolirea unei curbe fără alunecare pe o curbă fixă se numeşte depla- 
sare epicicloidală. | $ 

Dacă (C) şi (C') sint cercuri, un punct din planul cercului (C’) descrie 
o ruletă care se numește epicicloidă. 

După cum punctul generator este interiorul cercului, pe cerc sau exterior, 
epicicloidele poartă denumirile de : epicicloidă scurtată, normală sau alungită. 

Dacă raza cercului bază devine infinită, atunci curba fixă este o dreaptă 
D. Un punct oarecare al cercului mobil (C) antrenat în mişcarea de rosto- 
golire pe dreapta D descrie o cicloidă. 

După cum punctul este în interiorul cercului, pe cero sau exterior, 
cicloidele se numesc ; cicloidă scurtată, normală sau alungită. 

TA Fie (w) cercul mobil şi dreapta D baza deplasării cieloidale 
(fig. 232), și fie a punctul situat pe (0) —a este punctul de contact 


i 
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între D şi (w) în poziţia considerată —a cărui traiectorie provenită prin 
rostogolirea cercului este o cicloidă normală. Arcul de cicloidă cuprins 
între a și a, (a șia, sint poziţiile succesive ale punctului generator pe baza D) 
se numeşte arc lundamontal; el are ca axă de simetrie mediatoarea seg- 
mentului aa, = 2rh. 


Fig. 232 Fig. 253 


Deplasarea cicloidală este rezultanta mişcării de translație a centrului 
cercului mobil şi a mișcării de rotaţie. 
, XY Tangentă şi normală. Fie M un punct al cicloidei şi (œ) cercul mobil 
corespunzător (fig. 233). Deoarece componentele vitezei, mişcării cicloidale 
sint egale, vectorul tangentei la traiectoria cicloidală în punctul M este 
diagonala MR a rombului MNRP, ale cărui laturi: MN || D, iar MP este 
situată pe tangenta în M la (œw). Se notează cu ọ = MoT şi cu A şi B 
punctele de intersecţie dintre MR şi MP cu D. 

Se observă că AAMB este isoscel, deoarece: 


N 


ESANS SS 
BAM — uÈ =L PMN (1) 


(diagonalele sînt bisectoarele unghiurilor corespunzătoare). lar patrula- 
terul o TBM este inscriptibil deoarece : 


DN 


PIN ERUN 3 di „AS 
TB = BMo = 90°; a + e = 180°, (a= MBT). 


insă a este exterior triunghiului AMB, şi în virtutea relaţiei (1) rezultă: 


T= BA De unde: 


2 BAM + G = 180°. BAM = 90 8 (3) 


Deci: unghiul tangentei cu directoarea este complementul semiunghiului 
de rotaţie, ` a 
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Dacă se unește M cu T, triunghiul o T este isoscel, ale cărui unghiuri 
egale sint : i 


gq oMT = 4 MTo = 9—2; qMTA=2. (3) 


Se presupune că normala în M la cicloidă intersectează D în T’. Din 
triunghiul dreptunghic A M T” rezultă, conform relaţiei (2), că d MT'A= > 3 


Tinind seama de (3), rezultă: <A MTA = MI'A, deci T” =T şi prin urmare 
dreapta care uneşte un punct de pe cicloidă cu punctul de tangentă dintre 
cercul mobil şi directoare este normala cicloidei. ; 

Din cele de mai înainte rezultă următoarea construcție simplă a tangentei 
şi normalei intr-un punct oarecare al cieloidei : se determină cercul cores- 
punzător punctului dat al cărui centru este la intersecția dintre traiectoria 
centrelor cu arcul de cere cu raza egală cu raza cercului mobil descris din 
punctul dat și se construiește diametrul corespunzător punctului de contact. 
Dreptele ce unesc punctul dat cu punctul de contact şi cu a doua extre- 
mitate a diametrului sînt normala și tangenta la cicloidă. 

2) Centrul de curbură (fig. 234). Fie M un punct interior cercului mobil. 
Traiectoria sa este o cicloidă scurtată. Dacă T este punctul de tangenţă 
a cercului (6) cu baza D, dreapta MT este normala pe care se va găsi 
centrul de curbură. Se uneşte M cu œ şi în T se ridică perpendiculara pe 
TM, care întilneşte wM în N. Intersecţia y, a perpendicularei din N pe D, 
cu MT este centrul de curbură, iar My raza de curbură. 

Aplicațiile cicloidei în tehnică sînt numeroase; se menționează că unele 
profiluri ale roţilor dințate (fig. 235) sînt arce de cicloidă. De asemenea 
se întilnește această curbă în unele probleme ale geometriei descriptive. 
Astfel, proiecția oblică a unei elice cilindrice pe un plan perpendicular pe 
axă este o cicloidă, al cărei tip depinde de unghiul proiectantelor cu planul 

7 de_proiecție. 

b)/Epicicloida. Fie (C) cercul bază şi (C”) 
cercul rulant, tangente exterioare (fig. 236). Dacă 
punctul generator a este situat pe cerc, atunci 
ruleta generată este o  epicicloidă normală. 


Fig, 234 Fig, 235 
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Unghiul 0 cu oaro a-n rotit coroul (6) ontru ca punotul a pă movină În 4 
pe cercul (C) osto unghiul de rotația, 10r unghiul VOrORPun lor pa corou 
rulant osto unghiul de rostogolire, Arcul do opiolololdă af, no numeogte 
i aro fundamental, 

pioioloidele sint agurtate, nor- 
male sau alungliio, după - cum 


c) 


Fig. 236 Fig. 237 


punctul generator esto în intoriorul coroului rulant, po corc sau exterior, 
Epicicloida este determinată do raportul pọ = A:R’, dintro razele cer- 
curilor bază și rulant și de raportul A între distanţa punctului generator 
la centrul cercului rulant şi raza acestuia, Raportul osto p => 0 sau p < 0 
după cum cele două cercuri sint tangonto interioare saw exterioare, 
Dacă à= l, epicicloida este normală; pentru A > 1, opicicloida e alungită yi 
este scurtată pentru A < 1. Raportul A esto considerat întotdeauna pozitiv, 

Dacă e este număr întreg, arcele do epicicloidă se deduce unul din altul 
prin rotații de unghiuri egale cu 360: pọ, şi cicloida va avea p bucle. Cum 
între unghiul de rotaţie a = 404” şi cel de rostogolire = d AA” 
(fig. 238) există relaţia : 


Cu Fi = Fie e 0 = 000 (1) 


rezultă că : într-o mişcare epicicloidală unghiul, de rostogolire este un multiplu 
al unghiului de rotaţie, avind ca ordin de multiplicitate raportul. e. 

În exemplul din figura 237, ọ=4, iar unghiul de rostogolire «'=4«, curba 
se întoarce la punctul de plecare după patru rostogoliri ale cercului rulant. 
Dacă p =— este o fracţie ireductibilă, relaţia (1) se menţine, iar curba se în- 


toarce la punctul de plecare după q rostogoliri; cercul rulant parcurge buza 
de g ori. În sfirșit, dacă p este irațional, curba nu se întoarce niciodată la punc- 
tul de plecare, fiind formată dintr-o infinitate de arce ogale. 

Normala într-un punct ĝ al epicicloidei trece prin punctul « de tangenţă 
dintre cercul rulant și bază (fig. 236), iar tangenta trece prin extremitatea 
superioară g a diametrului corespunzător al cercului rulant, 

c) Mipocieloida. Dacă cercul rulant: este tangent interior bazei (e > 0), 
aturiei un punct oarecare din planul cercului descrie curba numită hipoct> 
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cloidă (fig. 238). Dacă p este un număr intreg n, curba revine la punctul 
de plecare după n rostogoliri ale cercului rulant, Toate proprietățile epici- 
cloidelor se extind asupra hipocicloidelor. Astfel, normala într-un punct p 
al unei hipocicloide trece prin punctul de tangenţă & al cercului rulant cu 
baza, iar tangenta trece prin extremitatea 
inferioară «' a diametrului corespunzător, 

Rază şi centru de curbură (fig. 239), 
Aplicind cunoscuta formulă a lui Euler- 
Savary : 


Fig. 239 Fig. 240 


i AS DS . - . 

unde s = «ß, s =«u iar 0= w'«ß, se obţine construcţia grafică a cen- 
trului de curbură. Normala punctului $ este Ba, care trece prin punctul de con- 
tact al celor două cercuri iar normala în « pe fu intersectează în y dreapta Bo’. 
Centrul de curbură py este intersecţia dintre yœ cu af. Segmentul u8 
este raza de curbură. În același mod se construieşte centrul de curbură 
pentru celelalte curbe ciclice. 

Aplicația mai însemnată a curbelor ciclice în construcţia de mecanisme este, aşa 
după cum s-a arătat mai înainte, la determinarea profilurilor roţilor dinţate. În figura 240, 


profilul flancurilor unui dinte este dat de două arce : unul de hipocicloidă şi altul de epi- 
cicloidă, date de cercurile rulante (0) şi (c4) de aceeaşi rază, ce se racordează în punctul 


de tangenţă cu baza. 


8.) Curbe spirale 


Dacă o dreaptă se rotește în jurul unui punot fix O cu o mişcare uni- 
formă, iar un punct mobil al dreptei, avind oa poziţie iniţială punotul fix, 
se deplasează pe dreaptă cu o mișcare uniformă, deserio o curbă numită 


` 
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spirală, care înconjură punctul O de un număr infinit de ori. Deoarece miş- 


carea punctului pe dreaptă poate avea două sensuri, vor rezulta două curbe 
simetrice în raport cu © axă perpendiculară pe dreaptă în punctul de ple- 


care (fig. 241). Această curbă, fiind descoperită de Arhimede, se numește 
spirala lui Arhimede. Se intil- 


nese curbe spirale în unele apli- 
cații tehnice ale geometriei des- 
criptive; de exemplu, secțiunea 
făcută cu un plan normal într-un 
elicoid gurub triunghiular este 
o spirală Arhimede; în figura 242 
este reprezentată o piesă a cărui 
profil este o spirală Arhimede. 

În unele aplicaţii tehnice se 
folosesc spirale construite prin 

Fig. 241 arce de cere racordate între ele 

(fig. 243). Pentru aceasta se con- 

sideră un poligon regulat, din virturile căruia se descriu arce de cerc a căror 
rază creşte cu o lungime egală cu latura poligonului. 

Fie, spre exemplu, pătratul abcd, din al cărui virf b se descrie arcul de 
cerc ab! a cărui rază r= ba = l (l, latura pătratului). Centrul următor 
este virful c, din care se descrie arcul de cerc cu raza r = 21; arcul descris 
din d are raza r= 3l. Razele cercurilor formează o progresie aritmetică 
a cărei raţie este latura poligonului, iar primul termen este egal cu raţia. 
Evident că se poate lua ca primă rază o lungime independentă de latura 
poligonului. 


Fig. 242 Fig, 243 
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9. Conico 


a) Conicelo, curbe omoloago alo cercului. Curbele omoloage unui cere (T) 
sînt conice a căror natură depinde de poziţia cercului (T) în raport cu dreapta 
limìtă, omoloaga dreptei de la infinit. Astfel, dacă (T) este intersectat de 
dreapta limită în două puncte distincte reale, curba sa omoloagă va avea 
două puncte distincte la 
infinit şi conica esto Aù- 
perbolă. În cazul cind (T) 
este tangent sau inter- 
sectează în două puncte 
imaginare dreapta limită, 
conica omoloagă este pa- 
rabolă sau elipsă. 

1) Construcţia prin 
omologie a hiperbolei 
(fig. 244). Fie cercul (T), 
co centrul de omologie, 
X axa de omologie şi A* 
dreapta limită care inter- 
sectează (T) în punctele 
A şi B. Dreptele wA şi 
oB sînt direcţiile asim- 
ptotice, iar asimptotele 
sint dreptele: À || oA itp be 
şi Al|oB, duse prin punctele de inter- 
secţie C şi D, cu axa X, ale tangen- 
telor în A și B la (T). Centrul O al 
hiperbolei corespunde polului 0* al 
dreptei X*, deoarece centrul unei co- 
nice este polul dreptei de la infinit în 
raport cu conica. Pentru a afla omo- 
logul P’ al unui punct P de pe (I), se 
uneşte P cu A, al cărui corespondent 
este punctul de la infinit al dreptei A, 
Deci omologul P’ este intersecţia din- 
tre raza œP cu paralela la à dusă 
prInI PAX 

2) Parabola. Fie cercul (T) tangent 
în 7* la dreapta limită AS, iar o şi X, 
centrul şi axa de omologie (ñg. 245), 
Tangenta într-un punct oarecare E 
intersectează dreapta limită X* în 75 
şi fiecare coardă BA, DC ... care trece 
prin 1* este divizată armonic de coar- 
da T*K, co uneşte punctele de tangen- 
ță T ou F, Omologa dreptei TSK 
este KG' || a7*, Corzilor cercului ce 
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trec prin /* lo corespund în parabolă corzi paralolo, divizate in părţi agale 
de KG’, dooareoo rapoartolor armonico (BAGI*), (DC PI»)... le corospund 
rapoartele (B'A'G'Ia) su, caro au un punot la eo, (1* o Ía). Doci dreapta 
KG osto un diametru al parabolei, Dacă 7"w.] l*w, atunci KG | DC, 
B'A’ a gi osto axa parabolei (osto cazul din figură). Punctul Æ’, corespon- 
dentul lui Æ, esto virful paraboloi. 

3) Etipsa, Vie (i) oorcul caro nu taio droapta limită x*, Conica omolo 
gică este o olipsi (Ng, 246). So pot dotormina punctele elipsei construind 
omaloagele punctolor cercou- 
lui (D). Astfel, secanta J*P 
taie (1) în E şi X, alo căror 
omoloage E! şi F” sint inter- 
secțiile dintro razele o 
şi aë cu PE'|| J*o. Consilor 
perpendiculare AB şi DC 
ale cercului le corespund 
diametrii conjugați A'B’ 
şi C'D', al căror punot de 
intersecţie Q’ este centrul e- 
lipsei, deoarece este cores- 
pondentul punctului Q, care 
este polul cercului (I) în 
raport cu dreapta limită X*. 
Grupului armonic (DCQI*) 
îi corespunde grupul wmo- 
nic (D'C'0'1.), în care, Jæ 
fiind la co, Q' este mijlocul lui D'C’. Cunoscînd doi diametri conjugați, 
elipsa este determinată. 

4) Construcția cercului de curbură al unei conice. Dacă centrul w de omo- 
logie se găseşte pe cere, conica omoloagă trece prin « şi are în acest punct 

tangentă comună cu cercul. 
LEE) În cazul cind şi axa de omo- 
a7. logio troce prin acest punct, 
, atunci cele două curbe au în 
w comun trei puncte confundate : 
i două pentru că au aceeaşi tan- 
gentă şi al treilea din înter- 
seoția cu axa ale cărei puncte 
îşi corespund lor înşile. Astfel, 
cercul considerat este cere de 
curbură pentru curba sa omo- 
loagă. Se foloseşte această 
proprietate pentru construcția 
prin omologie a cercului și 
centrului de curbură într-un 
Tg, 247 punot al unei conice. 


Fig. 246 
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Fie X, Y, Z trei puncte situate pe o conică şi t, tangenta într-un punct T 
al său (fig. 247), Se consideră ca centru de omologie punctul T și ca puncte 
omoloage punctelor X, Y, Z ale conicei, punctele de intersecție x", ia ZA 
ale unui cere oarecare (1) tangent la ? în 7, cu dreptele TX, TY și TZ. 
Axa de omologie oste determinată de 
punctele de concurență A = XYNX*Y" 
şi B= YZ N Y*Z*. Prin T so duce 
A'B' || AB. Omoloagele punctelor X,Y,Z 
în raport cu centrul 7' și axa A'B” sint 
Xo Yo şi Zo Ce se găsesc pe cercul (1'4) 
tangent în 7 la ż, care liind omolog cer- 
cului (T) este omolog conicei date, și 
prin urmare este cercul său de curbură 
corespunzător punctului T. 


D) Cîteva constructii elementare asupra 


conicelor. 1) Elipsa. Construcţia elipsei cind se 
cunosc axele (fig. 248). Fie OA și OB semiaxele 
elipsei. Se construiesc cercurile concentrice cu 
razele AO şi OB. O rază oarecare intersectează 
cele două cercuri în R şi S. Punctul P de 
intersecţie dintre SS” | OA cu PR | OB este 


un punct al elipsei. Într-adevăr, dacă w=—505' este unghiul variabil al razei OS, atunci 
coordonatele punctului P raportat la sistemul de axe rectangulare AOB sînt z=—a cos © 
şi y = bsin o. care sînt tocmai ecuaţiile parametrice ale elipsei ale cărei axe sînt 
a=0A şi p= OBG 3 ; £ 

2) Constfucjia elipsei cind se cunosc doi diametri conjugați (fig. 249). Se dau diametrii 
conjugați DD, şi D'D1. Pe DD, ca -diametru se construieşte un cerc în care se duce 
diametrut“B B, | DD,. Cercul şi conica sînt curbe afine, cu DD, ca ax şi BD! ca direcţie. 
Pentru a afla corespondentele Di şi D” a două puncte B’ şi B care determina coarda 

' ? Aa nae g! A A e 
8_8 OSY 


Fig. 248 


Fig. 249 Fig. 250 


/ in p’ si B! paralole cu direcția de atinitate BD{, care se înter- 
B'BID D pe SE aa AN DD dusă prin punotul de concurență dintre DA, 
cu BB, d ? pate 3 iia 

arah ; bolei cunoscind virful și focarul (tig. 250). Construc ia 
se (ieri ii dorul angontoi în virful unei parabole, care este locul geometrie 
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Saan. onanan. 


Fie X, Y, Z troi puncte situate pe o conică și î, tangenta intr-un punct 7 
al său (fig. 247). Se consideră ca centru de omologie punctul 7 și ca puncte 
omoloage punctelor X, Y, Z ale conicei, punctele de intersecţie x*, y*, Z" 
ale unui cerc oarecare (I) tangent la t în T, cu dreptele TX, TY şi TZ. 
Axa de omologie este determinată de 
punctele de concurenţă A = XYNX*Y" 
Şi BSA N Zr. Prin 7 se duce 
A'B'||AB. Omoloagele punctelor X,Y,Z 
în raport cu centrul 7' și axa A'B’ sint 
Xo Yo şi Zo, ce se găsesc pe cercul (T'o) 
tangent în 7 la ż, care fiind omolog cer- 
cului (T) este omolog conicei date, și 
prin urmare este cercul său de curbură 
corespunzător punctului 7. 


É) Câteva construcții elementare asupra 
conicelor. 1) Elipsa. Construcţia elipsei cind se 
cunosc axele (fig. 248). Fie OA. şi OB semiaxele 
elipsei. Se construiesc cercurile concentrice cu 
razele AO şi OB. O rază oarecare intersectează Fig. 248 
cele două cercuri în R şi S. Punctul P de 
intersecţie dintre SS’ | OA cu PR | OB este 


Pas Pas k cp F 
un punct al elipsei. Într-adevăr, dacă w=5045 este unghiul variabil al razei OS, atunci 
coordonatele punctului P raportat la sistemul de axe rectangulare 40B sînt z=a cos o 
şi y = bsin o. care sînt tocmai ecuaţiile parametrice ale elipsei ale cărei axe sînt 
a=0A şi b = OB. a ; E a 

2) Consthuclia elipsei cînd se cunosc. doi diametri conjugaţi (fig. 249). Se dau diametrii 
conjugaţi DD, şi D'Di. Pe DD, ca diametru se construieşte un cerc în care se duce 
diametrut4B B; |. DD,. Cercul şi conica sînt.curbe afine, cu DD, ca ax şi BD ca „direcţie. 
Pentru a afla corespondentele Di şi D” a două puncte B’ şi Bí care determină coarda 


[i 


2 Gl 


Fig. 249 Fig. 250 


í ’ gi B! paralele cu direcția de afinitate BD4, care se inter- 

PBL Pr e Si Ta sir barcă DD dusă prin punctul de concurență dintre DD, 
cu BB, 3, AISA 3 
i ] bolei cunoscind virful și focarul (fig. 250). Construcţia 

se b Mi oa fangontei în virful unei parabole, care esta locul geometric 
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al picioarelor porpondioularolor duso din focar po tangontole oi, An 0 tan entă rate 
aste biseotoarea unghiului format do droapta 00 uneşte focarul / cu puan de con K 
şi do paralola la axă dusă din P, Do unlo rozultă construcția : n virtul V m iei 
tangenta la vint VP |V. Dacă din / sà duce o areapia incident: s 
o PT, po caro so poartă JI = IP, punctul do concuronță P între JPLVT cu perpen- 
dioulara dusă în Z po dV osto un punotal parabolei, iar PZ osto 
tangenta corospunzătoaro. | T 
à) Construcția parabolei, cunoscind: axul, virful pt un punct 
(Ng 251). Mio P punctul dat, So duco tangonta V7'la virf, gare oste 
porpendioulară po axă, po care so proioctoază punctul P în T. 
Sagmentele FP şi VE so impart într-un acolagi număr de părţi, 
Punctele de intorsooțio A, p C... dintro paralololo la axă, duso 
prin punctele de diviziune alo sogmontului V7' cu fasciculul do 


drepte co uneşte V ou punotole do diviziune alo segmentului TP, J, 
sint puncte alo parabolei, V 


a E AEO 
LLLA 


X 
5) Hiperbola, Construcția hiperbolei cu ajutorul asimptotelor Fig. 251 

şi al unui punct (fig. 252). Fio P punctul, şi wR, œf asim- 

ptotele hiperbolei (47). O secantă variabilă care trece prin P : 
taie cele două asimptoto în R, R’, R”... și S, S’, S”... Deoarece segmentele unei 
secante la hiperbolă cuprinse între curbă și asimptote sînt egale, punctele 2,, Ps, Po. 
luate pe secantele de mai înainte, astfel încit: PS = PR, P, = PR, PS” = PR”... 
etc, sînt puncte ale hiperbolei. 


6) Construcţia hiperbolei cunoscind asimptotele şi un virf (fig. 253). Se ştie că virful V 
al hiperbolei se găsește pe o bisectoare a unghiului format de asimptote, iar tangenta 
în acest punct care întilneşte asimptotele date în M şi N este perpendiculară pe axa OF. 
O dreaptă oarecare dusă prin M intersectează a doua asimptotă în P, iar perpendiculara 
ridicată în P pe ON intersectează semicercul descris pe ON ca diametru în P,. Dacă 


Fig, 252 Fig. 253 


se aduce punctul P, în Pa pe ON(OP, = OP,), şi din Pa se duce o paralelă la MP, 
care intersectează prima asimptotă în M, se ohţine AOP, M, = AOMN. Gontorm proprie- 
taţii hiperbolei, că ariile triunghiurilor formate de tangentele la hiperbolă şi asimptote 
sint constante, rezultă că PaM, esto o tangentă la hiperbolă în punotul Q(QM, = QP) 


g) Întersee ia unei drepte cu o conică, 1) Intersecjia unei drepte cu o elipsă dati 
prin aze (fig. 254), Fio AA’ și BB’ axola olipsoi şi secanta D. Se ştie că elipsa şi cercul 
descris po axa mare ca diametru sint atin-ortogonale, Pentru a obține afina secantei D, 


41-93 
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Sr ma 


se unegto un punot oareoaro CEA4' cu 2’; afina droptoi CB osto CB, Punotul F= DNCB" 
are OA añn îi oaro costò intarooţia dintre porpondiculara dusă dln E po AA’ cu CB, 
Dreapta ZA, este afna dreptei D, iar pungtolo do intorsocțio M* şi N* ou corcul sint 
atinele punctelor Af şi N de intersooțio căutate: 


3) Intersecţia unei drepte cu o parabolă dată prin directoare și focar (tig. 255). Axa 
pant lei esto FAID, Punotole în oaro socanta A intorsootoază parabola sint punctele 
© po dreaptă ale căror distanţe la focar și direotoaro sint ogalo, Pentru a afla aceste 
punoa se construieşte punotul Fi, simotricul lui Æ în ra vort, cu secanta A, Prin coarda 
nN numai două corouri 1, tangonte la directoarea D. Controle lor 7, și Z, îndepli- 


nind condiția : JP = T, şi IF = IT, sînt punctele căutate, 


Fig. 254 Fig. 255 


Observare. Dacă F şi F, sînt situate de o parte şi de alta a directoarei, dreapta A 
nu intersectează parabola. Dacă simetricul focarului în raport/cu A cade pe directoa- 
rea D, dreapta A este tangentă la parabolă. 

Se observă că se pot găsi punctele de intersecţie dintre o dreaptă şi o conică folosind 
relaţia de omologie între conică şi cerc. 


dý Rectificarea curbelor. Prin rectificarea unui arc de curbă se înțelege 
aflarea lungimii lui. Se obține o rectificare aproximativă a unui arc de curbă, 
înscriind o linie poligonală. Suma laturilor acestei linii reprezintă cu aproxi- 
maţie lungimea arcului de curbă. Pentru ca eroarea ce se comite să fie mai 
mică, laturile liniei poligonale se iau mai mici pentru arcele de curbă cu 
rază de curbură mică. 

Rectificarea cercului. Se poate obţine o rectificare a cercului cu o aproxi- 
maţie mulțumitoare dacă se face suma laturii pătratului înscris în cerc 
cu latura triunghiului echilateral. Într-adevăr : 


L, = RV2 = 1,41 R şi L, = R V3 = 1,73R, 


deci : L, + La = 3,14 R, care reprezintă lungimea unui semicerc cu aproxi- 
maţie de 0,01. JA 


1 Cercurile tangente la: D, care: trec prin F şi“, se construise ţinind seama „că 
pr: = BF » BF, Deci preipngind FF, pînă intersectează în B directoarea D şi construind 
media proporţională în 


BF şi BF, se găsesc punotele T și Ty 


CURA e su NN 


10. Curbe strîmbe 


a) Dolinijlo Curba ale cărei puncto nu sint într-un acelaşi plan se numește 
cub strimbă, 


t n Tiy i i geeti ă 
O curbă atrimbă ponte îi considerată ca rozultind din intersecția a două 
aupratoțo, lio nupratoţolo È pi X, reprezentate prin ecuaţiile : 


lwys) =0 pi Y (xyz) = 0. 


Acoat aiatam de oouapii dă roprozontarea analitică a curbei de intersecție 
dintro X ai 3. Dacă intime acosto ocuaţii so elimină z sau y, se obţin ecuații 
in æy anu ws da forma: 


pı (xy) =0 sau (xz) = 0, 


caro reprezintă cilindrii proioctanți ai curbei față de planele [zoy] și [zoz]; 
do asomenoa so poate spune că ccuaţiile de mai sus reprezintă proiecţiile 
curbei do intorsoopio pe planele [xoy] gi [xoz]. 

O curbă atrimbă mai poate fi reprezentată exprimind coordonatele unui 
punct curent, ca funcțiuni de un parametru: 


gm o (u) y = 4 (u) ZISĂ (u). 


Dacă so olimină u între prima gi a doua ecuație, se obține F(zy)=0, 
caro osto ocuaţia proiecției curbei pe planul [xoy]. Tot astfel se obţin proiec- 
țiilo curbei po celelalte plane. 

1) Plan normal, În general, o curbă strimbă admite în fiecare punct al 
său o singură tangentă, care este limita secantei ce unește două puncte 
infinit vooino; oa admite însă o infinitate de normale, care sînt cuprinse 
într-un plan perpendicular pe tangentă în punctul ei de contact cu curba. 
Acest lan se numeşte plan normal. 

2) Planul osculator este limita planului dus prin tangentă într-un punct 
al unei curbe strimbe, paralel cu o tangentă infinit vecină (fig. 256). Fie (T) 
un arc do curbă strimbă gi tangenta 7 
în potul Q. Se proiectează ortogonal 
curba împreună cu tangenta, pe un plan 
perpendicular pe tangentă, şi fie Q, un 
punct infinit vecin punctului Q, a cărui 
proiecţie este Q4 Planul. [Q00] are ca 
urmă pe planul de proiecţie dreapta 0'Q;, 
a cărei limită este tangenta 1 în la 
proiecția curbei. Deci, planul osculator 
este determinat de tangenta T(QQ’) la 
curba (D) şi de tangenta t la proiecția 
curbei în punctul] corespunzător, 

Se consideră acum planul determinat 
de QQ' și de paralela 07, la tangenta Fig. 256 


Sai Cai e aie ia Pa PL — — i bee ŇU  ť M N „a 
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0, 4 dusă în punctul Q,. Acest plan este paralel cu planul [720,04], a cărui 
urmă pe planul de proiecţie este tangenta Q1 75 dusă în Q{ la proiecția curbei. 
Urma, pe planul de proiecție a planului considerat este paralela Q’ Ti, dusă 
prin Q’ la Qi T}. Însă la limită (Q, > Q), QiTs și paralela sa Q'74 se con- 
undă cu Q't, iar planul astfel determinat este planul osculator. Planul oscu- 
lator are cu curba trei puncte confun- 
date în punctul său de contact. Acest 
plan traversează curba. 
„Deoarece planul osculator (0) con- 
ține tangenta t la curbă, este perpen- 
dicular pe planul normal corespunză- 
tor (N) (fig. 257). Dreapta de inter- 
secție W, dintre aceste două plane este 
normală la curbă în P și se numește 
normala principală. Perpendiculara pe 
planul osculator ridicată în P, care 
e cuprinsă în planul normal, se nu- 
mește binormală. Normala, binormala și 
tangenta într-un punct oarecare al 
unei curbe strimbe sint muchiile unui 
triedru tridreptunghic, al cărui virf 
este în punctul P. Acesta se numește 
triedrul principal în P, sau reperul 
Fig. 257 Frenet ataşat punctului P. Una din 
feţele acestui triedru este planul oscu- 
lator, a doua planul normal şi a treia planul rectificator, determinat de 
tangentă şi binormală. 
Dacă se notează cu dy unghiul planelor osculatoare în două puncte P şi P” 
infinit vecine şi cu ds arcul cuprins între aceste puncte, limita raportului : 


cînd P’ tinde către P, poartă denumirea de torsiune a curbei în punctul P. 
Acest raport are în general limită finită. Inversa torsiunii este raza de tor- 
siune. Raportul unghiului a două tangente infinit vecine P şi P’ către arcul 
cuprins între punctele de contact este curbura, iar inversul ei, raza de curbură. 
Extremitatea segmentului Po egal cu raza de curbură, purtat pe normala 
principală în sensul concavităţii curbei, este centrul de curbură (îig. 257). 
Cercul (C.) cu centrul în œ tangent în P la Pt se numeşte cerc de curbură 
si coincide cu cercul osculator, care este conţinut în planul osculator. 
' Dacă se consideră limita sferei câre trece prin trei puncte ale curbei infinit 
vecine punctului P, cind cele trei puncte tind către P, se obţine o sferă 
ce are cu curba un contact de ordinul doi. Aceasta se numeşte sferă oscula- 
toare corespunzătoare punctului P. Sfera osculatoare trece prin cercul oscu- 
lator. Ea are centrul său o, pe perpendiculara dusă din o pe planul osculator. 
Dacă o curbă strimbă trece de mai multe ori prin acelaşi punct, punctul 


respectiv se numește punct multiplu al curbei. 


e~ A d. i 
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Q, T, dusă în punctul Qı. Acest plan esto paralel cu planul [7,0,04], a cărui 
urmă pe planul de proiecție este tangenta Qi Ts dusă în Q4 la proiecția curbei. 
Urma, pe planul de proiecție a planului considerat este paralela "77, dusă 
rin Q’ la QiTg Însă la limită (0, > Q), QiTs și paralela sa Q’T% se con- 
undă cu O, iar planul astfel determinat este planul osculator. Planul oscu- 
lator are cu curba trei puncte confun- 
date în punctul său de contact. Acest 
plan traversează curba. 

„Deoarece planul osculator (0) con- 
ține tangenta ż la curbă, este perpen- 
dicular pe planul normal corespunză- 
tor (N) (fig. 257). Dreapta de inter- 
secţie V, dintre aceste două plane este 
normală la curbă în P şi se numește 
normala principală. Perpendiculara pe 
planul osculator ridicată în P, care 
e cuprinsă în planul normal, se nu- 
meşte binormală. Normala, binormala și 
tangenta într-un punct oarecare al 
unei curbe strimbe sint muchiile unui 
triedru tridreptunghic, al cărui virf 
este în punctul P. Acesta se numește 
triedrul principal în P, sau reperul 
Frenet atașat punctului P. Una din 
fețele acestui triedru este planul oscu- 
lator, a doua planul normal şi a treia planul rectificator, determinat, de 
tangentă şi binormală. 

Dacă se notează cu dy unghiul planelor osculatoare în două puncte P și P’ 
infinit vecine şi cu ds arcul cuprins între aceste puncte, limita raportului : 


cînd P’ tinde către P, poartă denumirea de torsiune a curbei în punctul P. 
Acest raport are în general limită finită. Inversa torsiunii este raza de tor- 
siune. Raportul unghiului a două tangente infinit vecine P și P’ către arcul 
cuprins între punctele de contact este curbura, iar inversul ei, raza de curbură. 
Extremitatea segmentului Po egal cu raza de curbură, purtat pe normala 
principală în sensul concavităţii curbei, este centrul de curbură (fig. 257). 
Cercul (C.) cu centrul în œ tangent în P la Pt se numeşte cerc de curbură 
si coincide cu cercul osculator, care este conţinut în planul osculator. 
” Dacă se consideră limita sferei câre trece prin trei puncte ale curbei infinit 
vecine punctului P, cînd cele trei puncte tind către P, se obţine o sferă 
ce are cu curba un contact de ordinul doi. Aceasta se numeşte sferă oscula- 
toare corespunzătoare punctului P. Siera osculatoare trece prin cercul oscu- 
lator. Ea are centrul său œ, pe perpendiculara dusă din œ pe planul osculator. 
Dacă o curbă strimbă trece de mai multe ori prin acelaşi punct, punctul 


respectiv se numește punct multiplu al curbei. 


| 
| 
| 
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CURBE 165 


Coardă este dreapta care uneşte două puncte ale unei curbe strimbe. 
Tangentele la curbă se pot considera drept corzi particulare, deoarece unesc 
două puncte infinit vecine. Corzile unei curbe strimbe formează un sistem 
dublu infinit, în care este conţinut sistemul simplu infinit al tangentelor. 
Printre corzile reale trebuie considerate 
şi acelea care unesc punctele imaginar 
conjugate ale curbei. Aceste corzi poar- 
tă uneori denumirea de corzi ideale; 
ele nu au, în general, comun cu curba 
nici un punct real. Dacă o coardă 
conţine 3, 4... sau mai multe puncte ale 
curbei se numeşte coardă trisecantă, 
cuadrisecantă eto. 


b) Proiecția unei curbe strîmbe 
(fig. 258). 

1) Fie œ centrul din care se proiec- 
tează o curbă strimbă (T) pe planul[Q]. 
În general, tangenta într-un punct 
al curbei proiecţie (y) este proiecția 
tangentei la curba (l) în punctul co- 
respunzător. Dacă însă tangenta în M 
trece prin centrul w, atunci proiecția 
ei este un punct m. Fie M un punct 
al curbei [IT], a cărei tangentă trece 
prin œw, iar M, un punct infinit vecin. 
Tangenta t în m! fiind limita către care Fig. 258 
tinde coarda m'mi, care este urma 
pe planul Q a planului (0 MM), se confundă cu urma limitei acestui plan, 
care este planul osculator în M. 

Deoarece planul osculator este traversat de (T), proiecția (y) este situată 
de o parte şi de alta a tangentei , iar punctul m’ este un punct de întoar- 


cere a curbei (y). În particular, proiecția ortogonală a unei curbe pe un plan 
normal la curbă în M prezintă în M un punct de întoarcere. 


CAPITOLUL VII 
SUPRAFEȚE CONICE ȘI CILINDRICE 


1. Conul 


Conul este suprafaţa generată de o dreaptă mobilă care trece printr-un 
punct fix şi se sprijină pe o curbă (T). 

Punctul fix V este virful conului. Curba (T) pe care se sprijină dreapta 
mobilă se numește directoare. Dacă generatoarele se prelungesc în amin- 
două sensurile, suprafaţa se întinde de o parte şi de alta a virfului. Cele 
două părţi astfel obţinute constituie pinzele conului; ele formează o singură 
suprafaţă, iar virful V este punct singular (fig. 259). 

Poate fi directoare orice curbă. Dacă curba directoare este plană, i se dă 
uneori numele de bază. De obicei, conul poartă numele curbei directoare. 
Astfel se spune con circular, eliptic, hiperbolic etc. ..., după cum curba direc- 
toare este un cerc, o elipsă etc. 

Se numeşte con de revoluţie sau de rotaţie suprafața născută de o dreaptă 
D ce se roteşte în jurul unui ax XX”, cu care este concurentă (fig. 260). 


Fig, 260 
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Unghiul constant « pe care generatoarea D îl face cu axa se numește 
unghiul conului. Punctul de intersecție dintre dreaptă și axă este virful 
conului. Toate punctele dreptei D descriu cercuri ale căror centre I se 
găsesc pe axă și ale căror plane sint perpendiculare pe axă. : 

Dacă se secţionează un con de revoluţie prin două plane perpendiculare 
pe axa de rotaţie de aceeași parte a virtului, suprafața cuprinsă între ele 
se numeşte trunchi de con de speja 
întii. Dacă cele două plane sint si- 
tuate de o parte şi de alta a viriului, 
trunchiul de con este de speja a 
doua. 

— Reprezentare în epură. Un con 
se reprezintă în epură prin proiecţiile 


Fig. 261 Fig. 262 


virfului V (v, o’) şi ale directoarei F (y; y’) (fig. 261). Cunoaşterea proiecţiilor 
acestor elemente sînt suficiente pentru a construi proiecția oricărui punct 
al suprafeței. : 

Un punct oarecare IV (n,n') se află pe suprafață dacă proiecţiile lui se 
găsesc pe proiecţiile de acelaşi nume ale unei aceleiași generatoare. 


2. Cilindrul 


„Cilindrul este generat de o dreaptă care se deplasează paralel cu ea însăşi 

Și se sprijină pe o curbă fixă. Curba fixă se numeşte directoare. Suprafata 
este determinată dacă se cunoaşte directoarea (T) şi direcția A cu care gene- 
ratoarele sint paralele (fig. 262). Se obișnuiește să se dea cilindrului denu- 
mirea curbei sale directoare, : 

Cilindrul de revoluție este suprafaţa descrisă de o dreaptă D care se 
rotește în jurul unei axe paralele cu ea. Punctele M, M, ... ale dreptei D deseriu 
cercuri de raze egale, ale căror centre se găseso pe axă şi ale căror plane 
sint perpendiculare pe axă. 
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— Reprezentare în epură (ig. 263). Un cilindru so reprezintă in epură 
prin proiectile curbei directoare şi alo dirooţioi goneratoarelor. Un punct 
oarecare M(m,m') aparține suprafeței dacă 
so găseşte po una din goneratoarele ei; proiec- 
tiilo m și m' alo punctului sint situate pe pro- 
iooţiile corospunzătoare ale unei aceleiași ge- 
noratoaro. 


3. Contur aparent 


a) Fie un corp (C) opac, un observator situat 
într-un punct P şi se construiesc razele vizu- 
ale duse din punctul P (fig. 264). Dintre 
aceste raze, unele intilnesc corpul, altele sint 
exterioare, iar altele sint tangente. Razele 
tangente la suprafață constituie un con cu virful în punctul P circumscris 
corpului (C). Curba de contact dintre cele două supraleţe se numeşte contur 
aparent pentru observatorul situat în P. Dacă conul razelor vizuale este 
secționat cu un plan x, secţiunea este conturul aparent al corpului în raport 
la planul respectiv. Acest contur este proiecția făcută din punctul P pe 
planul x, a conturului din spaţiu. Punctele M; ale corpului se proiectează 
în interiorul conturului său aparent. Curba de contur aparent din spațiu 
se mai numeşte şi curbă separatoare, deoarece separă suprafața în două regiuni, 
una vizibilă pentru observatorul din P și alta acoperită. Se păstrează denu- 
mirea de separatoare pentru curba de contur aparent în spaţiu. 

Dacă punctul P se depărtează la infinit după o direcţie perpendiculară 
față de planul de proiecţie, atunci razele vizuale devin paralele intre ele 
şi perpendiculare pe planul respectiv. Ele formează un cilindru circumscris 
corpului dat. Conturul aparent este curba de secţiune obținută în acest 
cilindru prin planul m de proiecţie (fig. 265). ; 

Deoarece proiecţiile în sistemul Monge sînt ortogonale pe două plane dife- 
rite, /se obțin două contururi aparente diferite, după planul la care ele se 
referă. Conturul pe planul H se numeşte contur aparent orizontal, iar cel 
pe planul V, contur aparent vertical. 


Ig. 263 


EN 
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Fig, 264 Ig. 203 
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— Reprezentare în epură (fig. 263). Un cilindru se reprezintă în epură 
prin proieoţiile curbei directoare și ale direcţiei generatoarelor. Un punct 
oarecare M(m,m') aparține suprafeţei dacă 

PA iecţiile corespunzătoare ale unei aceleiași ge- 


je se găseşte pe una din generatoarele ei; proiec- 
d, 
Š J 
SL ey — neratoare. 
a ié 


tile m şi m’ ale punctului sint situate pe pro- 


3. Contur aparent 


a) Fie un corp (C) opac, un observator situat 
într-un punct P şi se construiesc razele vizu- 
ale duse din punctul P (fig. 264). Dintre 
aceste raze, unele intilnesc corpul, altele sint 
„exterioare, iar altele sint tangente. Razele 
tangente la suprafață constituie un con cu vîrful în punctul P circumscris 
corpului (C). Curba de contact dintre cele două suprafețe se numeşte contur 
aparent pentru observatorul situat în P. Dacă conul razelor vizuale este 
secționat cu un plan m, secțiunea este conturul aparent al corpului în raport 
la planul respectiv. Acest contur este proiecția făcută din punctul P pe 
planul z, a conturului din spațiu. Punctele M; ale corpului se proiectează 
în interiorul conturului său aparent. Curba de contur aparent dih spațiu 
se mai numeşte şi curbă separatoare, deoarece separă suprafaţa în două regiuni, 
una vizibilă pentru observatorul din P şi alta acoperită. Se păstrează denu- 
mirea de separatoare pentru curba de contur aparent în spaţiu. 

Dacă punctul P se depărtează la infinit după o direcţie perpendiculară 
față de planul de proiecţie, atunci razele vizuale devin paralele intre ele 
şi perpendiculare pe planul respectiv. Ele formează un cilindru circumscris 
corpului dat. Conturul aparent este curba de secțiune obţinută în acest 
cilindru prin planul m de proiecţie (fig. 265). 3 

Deoarece proiecţiile în sistemul Monge sînt ortogonale pe două plane dife- 
rite, se obţin două contururi aparente diferite, după planul la care ele se 
referă. Conturul pe planul H se numeşte contur aparent orizontal, iar cel 
pe planul V, contur aparent vertical. 


Fig. 263 


Fig. 265 
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Un plan tangent 7 la corpul (C), într-un punct M situat pe curba sepa- 
ratoare, este determinat de raza tangentă Mm la corp, corespunzătoare 
punctului M, și de tangenta MA la curba separatoare NM P (fig. 265). Acest 
plan este perpendicular pe planul de proiecție şi orice altă curbă trasă 
pe suprafaţă, care trece prin M, are tangenta în acest punct cuprinsă în 
planul tangent la suprafață, proiectindu-se pe planul 7 după urma ma a 
planului T. Deci: planele tangente la suprafață, perpendiculare pe planul 
de proiecție, au urmele tangente la conturul aparent referitor la acest plan. 

Deoarece o curbă trasă pe suprafață care trece prin M are tangenta în 
acest punct cuprinsă în planul tangent la suprafață, iar proiecția ei este 
tangentă la proiecția (pmn), a curbei separatoare (PMN), rezultă că : protecția 
unei curbe, trase pe suprafaţă, care întilnește curba separatoare este tangentă 
curbei de contur aparent. Š 

Dacă curba trasă pe suprafață intersectează curba separatoare, atunci o 
parte din punctele ei sînt situate pe porțiunea de suprafață văzută, iar. altă 
parte pe porțiunea ascunsă. Proiecția ei este tangentă la curba de contur 
aparent. Deci: o curbă a cărei proiecție e tangentă conturului aparent trece, 
în general, din partea vizibilă în partea invizibilă a suprafeței. 

Se poate întîmpla însă ca o curbă trasă pe suprafață să se proiecteze tan- 
gentă curbei de contur aparent, fără ca să treacă din partea vizibilă în cea 
invizibilă a suprafeţei. În cazul acesta, curba trasă pe suprafață este tan- 
gentă curbei separatoare și poate fi în întregime văzută sau nevăzută. 

b) Conturul aparent al unui con (fig. 265, a). Fie conul cu cercul director 
(0) € [H] al cărui virf este S$ (s, s’). 
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Conturul aparent orizontal ost 

: te dat de generatoarel i 

la (6), şi do ar oiis- rele sc gi sd, tangente 

SAWA cul de corc cad; iar conturul aparent vertical este triun- 
Se observă că generatoarele de contur sint diferite în cele două proiecţii 


P 


4. Plan tangent 


a) Teoromă: Planul tangent într-un punct al suprafeței i cili 
a unui con este același în tot lungul generatoarei EE moca Au gi 
Fio cilindrul care are ca directoare curba (C), iar curba (I) situată 

suprafață. Curbele (C) şi (I) sint intersectate de generatoarele G EAF 
punctele A, B şi Au B,. Corzile BB, și AA, coplanare, sint oale 
într-un punct K (fig. 266). Dacă se rotește planul acestor corzi în jurul lui AB 
pină ce punctele A, şi B, se confundă cu A și B, secantele BB i AA 
devin în același timp tangentele K'B și K'A la curbele (T) şi (C) d, i B. 
Tangenta în A și generatoarea G determină planul tangent în A ; iar tan ta 
în B şi aceeași generatoare G determină planul tangent în B. ea 
gentele în A şi B sint coplanare, planul lor trece prin generatoarea G şi 
rezultă că cele două plane tangente se confundă. : 


b) Plan tangent într-un punct de pe suprafaţa unui con sau a unui cilindru 
Epură. Construcţiile sînt aceleași pentru cele două suprafețe (fig. 267). Se 
consideră cilindrul cu baza în planul M. Conturul aparent orizontal este dat 
de generatoarele a și b, şi de arcul bra, iar cel vertical de generatoarele c’ și d'. 

Fie m proiecția orizontală a unui punct situat pe suprafață; proiecția 
verticală m’ se găseşte pe pro- ti ; 
iecţia verticală r'm' a genera- 2 
toarei corespunzătoare. 

Planul tangent este deter- 
minat de tangenta 7 la curba 
directoare și de generatoarea 
(mr, m'r’). Urma orizontală a 
planului tangent este T, iar 


Fig, 266 Fig, 267 
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cea verticală 7”, a fost determinată cu ajutorul orizontalei planului tan- 
gent (om,v'm'), ce conţine M (m, m’): 


c) Construcţia planului tangent la con sau la cilindru care trece printr-un 
punet exterior (fig. 268). Fie conul cu virful în V, şi Q punctul exterior. 
Deoarece planul tangent trece prin V 
şi conţine Q, conţine dreapta VO, a y 
cărei urmă pe planul P al bazei este 4. l 
Deci urma planului tangent pe [P] este 
tangenta î, dusă din ķœ la curba direc- 
toare. Problema admite două soluții, 
pentru că din k se pot duce două tan- 
gente la curba directoare a conului dat. 
Cele două plane tangente sint [VQ,u] 
şi [VQ, tal. 

Generatoarele Vi, şi Vi, care cores“ 
pund punctelor de contact dintre tan- 
gentele î, şi łą duse din & la curba directoare sint generatoare de contaci. 

Dacă suprafața este un cilindru, planul tangent care trece prin O 
conține dreapta paralelă cu generatoarele cilindrului (Xg, k’g’) care trece prin 
Q (qq') (fig. 269). 

Planele tangente sint determinate de această dreaptă şi de tangentele $t, 
şi kt duse la curba directoare din urma ei k, k’ pe planul bazei. 


rig. 268 
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d) Plan tangent la cilindru sau la con paralel cu o dreaptă (fig. 270). 
Planul tangent la cilindru paralel cu o dreaptă A trebuio să conţină o gene- 
ratoare a cilindrului, Prin urmare, printr-un punct oarecare M al droptei A 


Fig. 270 


se duce MN paralelă cu generatoarele cilindrului. Planul tangent căutat 
este paralel cu [AMN], a cărui urmă pe planul P care conţine curba di- 
rectoare a cilindrului este KW. Tangentele t; || tə | NK sînt urmele pe planul P 
ale planelor tangente la cilindru, ce îndeplinesc condiţia cerută de proble- 
mă. Generatoarele de contact corespund punctelor de tangenţă a şi b. Dacă 
suprafaţa este un con, planul tangent conţine dreapta ce trece prin virful 
conului şi este paralelă cu dreapta dată v% || è şi v'h' || 5 (fig. 271). 


e) Plane tangente comune. În general, nu se pot construi plane tangente comune 
la două conuri sau doi cilindri. Problema este posibilă pentru con în următoarele cazuri : 

1) Cind cele două conuri au același 
vîrf. Planele tangente sint determinate 
de vîrful comun și tangentele comune 
la curbele obţinute ca secţiuni cu un 
acelaşi plan. 

2) Cind cele două conuri au o di- 
rectoare plană comună. Planele tangente 
sînt determinate de linia viriurilor şi 
de tangentele duse la curba directoare 
un urma acestei linii pe planul baze- 
or. 

3) Cina cele două conuri sint omo- 
tevice. Planele tangento comune snt 
date de linia virturilor ec, şi de tan- 
gentele duse din urma & a acesteia 
pe planul bazelor, la curbele de Pază 
ale celor două conuri, 


SUPRAFEȚE CONIGE ȘI CILINDRICE TAS EN R 173 


4) Cind cele două conuri sînt ciroumsorise aceleiași cuadrice. Dacă P este un punct 
comun celor două curbe de contact C, şi Ca planul tangent în P la suprafaţa înscrisă 
este tangent la fiocaro din colo două conuri şi este determinat de generatoarele Po și 
Pos, situate pe cele două conuri ce corespund punctului P. Se pot construi două plane 
tangente. 

Pentru cilindri, problema esto 
posibilă în următoarele cazuri : 

1) Cind cilindrii au aceeași di- 
rectoare plană. 

2) Cind cei doi cilindri sint cir- 
cumserişi aceleiaşi cuadrice. 

3) Cind generatoarele au aceeași 
direcție. 

î) Aplicaţie. Plan tangent la un 
con care face un unghi dat a cu 
planul orizontal (fig. 272). 

Planul mobil ce trece printr-un 
punct S din spaţiu și face un unghi 
constant æ cu un plan dat întăşoară 
un con de rotaţie al cărui virf este 
punctul S. Curba directoare este 
cercul întăşurat de urmele planului 

mobil pe planul respectiv. Deci 
planul tangent căutat este plan 
tangent comun conului dat şi co- 
nului înfășurat de planele care trec 
printr-un punct al spaţiului şi fac 
unghiul « cu planul H al bazei. 

Pentru simplificare se ia în epură 
virful (ss”) al conului dat ca vîrf co- 
mun celor două conuri. Generatoarele 
celui de-al doilea con fac unghiul « Fig. 272 
cu planul H. Conul (s: e) are curba 
directoare un cerc, ceea ce nu este necesar. Curba directoare a celui de-al doilea con 
este cercul descris din s ca centru cu raza sh. Dreapta (sh, s'h’) este o generatoare de 
front a conului întfăşurat de planele care fac unghiul « cu planul H. 

Cele două conuri, avînd un virf comun, admit un plan tangent comun, a cărui urmă 
orizontală T este tangenta comună cercurilor (o) şi (s). Problema admite patru soluții, 
trei, două, una sau nici una, după cum cercul (s) este exterior cercului (w), tangent exte- 
rior, secant, tangent interior sau un cerc în interiorul cercului (). 


Exerciţii 


1) Să se construiască un plan tangent la un con, cu baza în planul orizontal, paralel 
cu o dreaptă conținută în B3. 

2) Să se construiască conturul aparent al unui con care admite ca generatoare o 
dreaptă dată, ca plan tangent un plan dat şi a cărui bază este un cerc, în planul ori- 
zontal, care trece printr-un punct dat. 

3) Să se construiască conturul aparent al unui cilindru care admite ca plane tangente 
planele P și Q şi a cărui bază e un cere în planul H, tangent la urma orizontală a 
planului P, într-un punct dat r. 

__4) Bă se găsească planele tangente comune la doi cilindri care au aceeaşi directoare 
situată în planul H. 

_ 5) Bă se construiască planele tangente comune la două conuri care au aceeaşi curbă 
directoare în planul H și aceeași înălțime. 
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4) Cind cele două conuri sint circumscrise aceleiași cuadricè. Dacă P este un punct 
comun celor două curbe de contact 0, și Ca; planul tangent în P la suprafața înscrisă 
este tangent la fiecare din celo două conuri și este determinat de generatoarele, Po şi 
Po, situate pe celo două conuri ce corespund punctului P. Se pot construi două plane 
tangente. 

Pentru cilindri, problema este 
posibilă în următoarele cazuri : 

1) Cind cilindrii au aceeași di- 
rectoare plană. 

2) Cind cei doi cilindri sînt cir- 
cumscrişi aceleiaşi cuadrice. 

3) Cînd generatoarele au aceeași 
direcţie. 

î) Aplicaţie, Plan tangent la un 
con care face un unghi dat œ cu 
planul orizontal (fig. 272). 

Planul mobil ce trece printr-un 
punct S din spaţiu și face un unghi 
constant œ cu un plan dat întăşoară 
un con de rotaţie al cărui virf este 
punctul $. Curba directoare este 
cercul înfăşurat de urmele planului 
mobil pe planul respectiv. Deci 

planul tangent căutat este plan 
tangent comun conului dat şi co- 
nului înfășurat de planele care trec 
printr-un punct al spaţiului și fac 
unghiul « cu planul H al bazei. 

Pentru simplificare se ia în epură 
virful (ss”) al conului dat ca vîrf co- 
mun celor două conuri. Generatoarele 
celui de-al doilea con fac unghiul œ Fig. 272 
cu planul H. Conul (s: œ) are curba 
directoare un cerc, ceea ce nu este necesar. Curba directoare a celui de-al doilea con 
este cercul descris din s ca centru cu raza sh. Dreapta (sh, s'h’) este o generatoare de 
front a conului înfăşurat de planele care fac unghiul « cu planul H. 

Cele două conuri, avînd un vîrf comun, admit un plan tangent comun, a cărui urmă 
orizontală T este tangenta comună cercurilor (6) şi (s). Problema admite patru soluții, 
trei, două, una sau nici una, după cum cercul (s) este exterior cercului (œ), tangent exte- 
rior, secant, tangent interior sau un cerc în interiorul cercului (6). 


Exerciţii 


1) Să se construiască un. plan tangent la un con, cu baza în planul orizontal, paralel 
cu o dreaptă conținută în Ba. 

2) Să se construiască conturul aparent al unui con care admite ca generatoare o 
dreaptă dată, ca plan tangent un plan dat și a cărui bază este un cerc, în planul ori- 
zontal, care trece printr-un punct dat. 

3) Să se construiască conturul aparent al unui cilindru care admite ca plane tangente 
planele P și Q gi a cărui bază e un cerc în planul H, tangent la urma orizontală a 
planului P, într-un punct dat r. 

_ 4) Bă se găsească planele tangente comune la doi cilindri care au aceeaşi directoare 
situată în planul H. 

3 5) Bă se construiască planele tangente comune la două conuri care au aceeaşi curbă 
directoare în planul H și aceeași înălțime. 
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5. Secţiuni plane 


A, Secţiune plană în con 


a) Teorema lui Dandelin. Secţiunea plană într-un con de rotație este elipsă, 
hiperbolă sau parabolă, după cum planul paralel cu planul secant dus prin 
vîrful conului nu secționează conul, îl secționează după două generatoare sau 
este tangent. 1) Fie conul de revoluţie V sec- 
ționat de un plan [P], al cărui plan paralel [P,] 
caro trece prin V nu taie conul (fig. 273). 

Pentru a găsi natura curbei de secţiune (T), 
so înscriu în con sferele (w) şi (w), tangente 
conului și planului de secţiune. Punctele F şi /, 
sint punctele de tangenţă ale sferelor cu pla- 
nul P. Curbele de contact dintre sferele (œ) 
şi (04) cu pînza conului sint cercurile (c) şi (c), 
cuprinse în două plane paralele, perpendiculare 
pe axă. Aceste cercuri intersectează pe orice 
generatoare a conului segmente de aceeaşi lun- 
gime. Dacă M este un punct al curbei (I), re- 
zultă egalităţile : 


Fig. 273 MF = SM şi MF, = MR, (1) 


ca tangente duse din acelaşi punct la aceeaşi sferă. Adunind egalităţile de 
mai înainte, se obţine: 


MF + MF, = SM + MR = SR = Ci, (2) 


care arată că locul geometric descris de punctul M este o elipsă. 

2) Dacă planul dus prin virt paralel cu planul secant taie conul după 
două generatoare, atunci planul secant secționează ambele pinze ale conului 
(fig. 274) şi secţiunea este o hiperbolă. 

Pentru a demonstra aceasta se înscrie în pinzele co- 
nului sferele (œ) şi (w), tangente planului de secţiune 
în F şi F,. Curbele de contact între aceste sfere și 
con sînt cercurile (C) şi (C.). Fie P un punct pe curba 
de secţiune. Din acest punct se duo dreptele PF, PF, 
și generatoarea PV. Dreptele PF şi PF, unind puncte 
aflate în planul de secţiune, sînt cuprinse în acest plan. 
Pentru că F şi F, sint punctele de tangenţă ale sferelor (4) 
și (œ) cu planul secant, rezultă că PF şi PF, 
sint tangente la sferele (w) și (%1). Dreapta PV este 
de asemenea tangentă la cele două sfere în punctele R 
şi R,. Deci se poate scrie: 


PR = PF şi PR, = PF, (3) 
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ca tangente duse din același punet P la aceeași sferă. Scăzind relaţiile (3) 


intre ele, se obţine: 


relaţie care arată că locul geometric al punctului P este o hiperbolă. 


AL 
A 


Fig. 275 


3) Fie planul secant [Q] paralel cu un plan tangent la con (fig. 275). În 
acest caz, secţiunea este o parabolă. Pentru a demonstra aceasta se înscrie 
în con sfera (6) tangentă în F planului secant [Q]. Planul P, al cercului 
de tangenţă dintre sferă şi con este perpendicular pe axa conului și paralel 
cu planul [P] al bazei. Segmentele determinate de aceste plane pe gene- 
ratoarele conului sînt egale între ele: 44, — BB, =... Planul secant Q 
intersectează planul P, după dreapta NN,, iar planul P, intersectează gene- 
ratoarea SM în R. Dacă M este un punct al curbei de secţiune, distanța 
acestui punct M la dreapta NN, este: 


MN* = AA, = BB, = MR, (MN* + AA). 


Însă MF = MR, ca tangente duse din punctul M la sfera (c). Punctele 
curbei de secţiune se bucură de proprietatea exprimată de relaţia : MF=MN. 

Deci, secţiunea este o parabolă al cărei focar este F și a cărei directoare 
este dreapta de intersecţie dintre planul de secţiune și planul cercului de 
tangenţă al sferei înscrise în con. 


b) Teoremă. Proiecţia ortogonală a unei secțiuni plane făcută într-un con 
de rotaţie pe un plan perpendicular pe axă, este o conică ce are ca focar proiecția 
ortogonală a vârfului conului. Se consideră conul de rotaţie cu virful în S 
și un plan P perpendicular pe axa conului, Un plan oarecare O secționează 
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conul după curba (C), şi planul P după dreapta D. Proiecţia ortogonală 
a curbei (C) pe planul P este curba (c) (fig. 276). 
Fie M un punct al curbei de secţiune şi m proiecția sa pe planul P. Dacă 


se duce MN LD, unghiul a = 


y MN,mN este unghiul plan corespunzător 
unghiului diedru dintre planul secant şi 
planul de proiecţie. Ducind generatoarea SM 
corespunzătoare punctului M, rezultă: 


B= x mMS = d MSo, 


B este unghiul la virf al conului. Unghiu- 


rile x şi B sint constante pentru același 
plan secant și același con. 


Triunghiurile MmN şi MmS dreptunghice 


Fig. 276 


în m dau: 


mS = MmtgB şi mN = Mm ctga. ` 


Ìmpărțind între ele aceste relații, se obține : 


mS 
— = t t = ` 
SN g B tga = const 


Deci, locul geometric descris de 
punctul m este o curbă, astfel în- 
cìt raportul distanțelor punctelor 
ei la un punct fix şi la o dreaptă 
fixă este constant. Curbele care 
se bucură de această proprietate 
sînt conice; iar S, care este 
proiecția virfului conului pe 
planul P, este focarul curbei. 

c) Epura unei secţiuni plane în 
con. 1) Secţiune eliptică. Fie co- 
nul circular drept cu baza în 
planul H și planul secant [SS]. 
Planul care trece prin vîrful (00”), 
paralel cu planul secant, nu taie 
conul. După teorema lui Dande- 
lin, secțiunea este o elipsă care 
se proiectează pe planul vertical 
după urma $’ a planului de secţi- 
une, iar orizontal după o elipsă 
(fig. 277). Proiecţia verticală a 
secţiunii este segmentul c'd/, din 
urma $' a planului cuprins între 
generatoarele de contur aparent 
a'v' și bv. 
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Proiecția cd a acestui segment pe planul orizontal este axa mare a elipsei 
după care se proiectează elipsa de secțiune. Axa mică a elipsei de secţiune 
este segmentul determinat de generatoarele (vs, v's’), (vs7,0 51) cu o's’ = o'si, 
pe dreapta de capăt proiectată vertical în m € c'd' cu (cm d') = 1. Proiecţia 
sa orizontală este ef. i ; pa 

Focarele elipsei v şi v, sint proiecţiile virfurilor : conului dat (vab, p'a'd”) 
şi al conului (pcd, vțc'd') ale cărui generatoare și „axă sint paralele cu ale 
celui dintii (v'p.]| vi v*) şi care admit elipsa (cd, cd) ca secțiune comună. 

Se observă că axa mare a elipsei de secţiune e situată pe o frontală a 
planului secant; deci proiecția verticală cd! este adevărata sa mărime. Axa 
mică este situată pe o dreaptă de capăt, iar proiecția orizontală ef este 
adevărata sa mărime. E ae 

Tangenta într-un punct curent al secţiunii este intersecţia dintre planul 
secant [SS] şi planul tangent 7 la con în lungul generatoarei care cores- 
punde punctului respectiv. 

Urma orizontală aplanului tangent la con în lungul generatoarei (ep, vp'), 
care trece prin (ppi), este tangenta Tk la cercul (va), cu k€ S. Intersecţia 
planului tangent cu pla- 
nul secant este dreapta 
proiectată orizontal după 
kı, tangentă în p, la curba 
de secţiune. 


Adevărata mărime a 
secțiunii se obţine prin- 
tr-o rabatere. 


2) Secţiune hiperbolică 
(fig. 278). Fie conul de 
rotaţie al cărui cerc di- 
rector (ab) € [H] şi al că- 
rui virf este (ss). Planul 
[00] dus prin virful co- 
nului, paralel cu planul 
secant| PP'], secţionează 
conul după generatoarele 
cs și ds, care sint direc- 
tiile asimptotice ale sec- 
țiunii hiperbolice. Asim- 
ptotele sint intersecțiile 
planului secant cu pla- 
nele tangente la con în 
lungul acestor generatoa- 
re. Urmele orizontale ale 
acestor plane tangente 
intersectează urma ori- 
zontal P a planului 
secant În e și ir ep || es 
și flde sint asimptotelo 


12—993 


Fig, 278 
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secțiunii al cărei centru $ este punctul de intersecţie al asimptotelor. Planul 
secant intersectează cercul (ab) în punctele g și i, iar cercul cuprins in pla- 
nul A” , ce limitează a doua pinză, in Æ și m, care sînt puncte ale curbei 
de sectiune. 

Virful a al hiperbolei este intersecția dintre generatoarea (su, s'u’) cu planul 
secant, iar unul dintre focare este s, proiecția ortogonală a virfului conului 
pe planul H. 

Asimptotele proiecției verticale 
sint : B'e’ ||c's' gi B'f || d's’. Axul 
transvers este bisectoarea unghiu- 

^” 
lui c'6'f'iarpunctul de tangențăt’, 
dintre proiecția verticală a 
curbei de secțiune și generatoa- 
rea de contur aparent b's’, este 
intersecția dintre această gene- 
ratoare și planul secant. 

3) Secţiune parabolică (fig. 279). 
Fie (S) conul circular drept ra- 
portat la sistemul axonometric 
ortogonal X'Y'Z'. Planul său 
tangent [7,7] are urma 7,, tan- 
gentă în î, la curba directoare 
(E) eX Y]. 

Planul secant [24%] || [Z; T3] 
determină în con o secțiune para- 
bolică. 

Pentru a construi parabola de secțiune, se observă că aceasta este trans- 
formata omoloagă a directoarei (e). Centrul de omologie este s*, urma >, 
a planului secant este axa, iar dreapta limită este urma 7, a planului 
tangent, paralel cu planul secant. 

Deoarece punctele 7 şi 2 de intersecţie a curbei directoare cu urma X, 
a planului secant sînt două puncte ale secţiunii, este suficient să se afle 
axa şi vîrful parabolei. Pentru aceasta (cap. V,9 a), se uneşte centrul de 
omologie s* cu t,, iar din s* se duce s*a | s*i.. 

Dreapta s*a, intersectează dreapta limită 7, în a. Din a se duce tangenta 
at! la (E), care intersectează axa de omologie în «. Corzilor curbei (Æ) — proiec- 
ţia cercului director al conului —, care trec prin a, le corespund în parabolă 
corzi paralele divizate în părţi egale de omoloaga dreptei îi, care este 
paralela dusă din k = 44N X, la s*t. Această dreaptă este axa parabolei. 
Perpendiculara dusă din œ pe s*t, intersectează paralela dusă din È la s*t, 
în v, care este virful parabolei. Cu aceste elemente se pot construi toate 
punctele secţiunii. 

Observare. Se notează cu œ unghiul constant pe care generatoarele unui con circular 
drept îl fac cu planul bazei și cu f unghiul pe care SF de secțiune îl face cu acelaşi 
plan. Din cele arătate se observă că: 


A ~ 

1. dacă f < a, secțiunea este o elipsă : 
A ~ 

2, dacă Ê = a, secțiunea este o parabolă; 


Fig. 279 


i 
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3. dacă F> a, secţiunea esto o hiperbolă; 
PN 
4. în cazul cînd B = 0, secţiunea este un cerc. 


4) Secţiuni antiparalele (fig. 280). Fie un con oblic (ss) cu baza cercul 
(c) é [H]. Ca plan vertical de proiecţie se ia planul sagital! al conului. 

Se ştie că inversul unui cerc 
în raport cu un pol oarecare este 
un cerc (cap. I, 6). Dacă virful 
S al conului se consideră pol de 
inversiune, atunci inversul cercu- 
lui (w) este un cerc situat pe con, 
deoarece inversele punctelor cer- 
cului (w) sint situate pe genera- 
toarele conului. Planul acestui 
cerc nu este paralel cu planul 
cercului director. 

În epura alăturată, inversul 
diametrului proiectat pe planul 
[V]iîn a'b’, este m'n’. Punctele m’ 
şi n’ divid generatoarele s'b' şi 
s'a' în segmente care satisfac re- 
laţia : 


SI SG => SU SU = 


unde yu este modulul inversiunii. 
Dreapta m'n’ indică direcţia ur- 
melor verticale ale planelor pro- 
iectante faţă de [V], care secţio- Fig. 280 

nează conul dat după cercuri. 

Secţiunile făcute cu aceste plane se numesc secțiuni antiparalele. Razele 
acestor cercuri depind de u. Urma verticală X“ a planului de secţiune anti- 
paralelă face cu generatoarele s'a şi s'b' unghiurile : A 


<3 X’ s'h’ N Xb'a's'; X X's'a' poi < a'b's!. 


Racordările conductelor de diametru diferit ale 
căror axe se întîlnesc sub un unghi oarecare se fac 
cu ajutorul unui trunchi de con, ale cărui secțiuni 
după direcţiile normale la axele conductelor sint 
cercuri (fig.281). 


Observare. Secţiunea plană într-un con oblic fiind dată 
de punctele de intersecţie dintre generatoarele conului şi 
planul secant, o metodă comodă de a obţine prin puncte 
curba de secţiune constă în aflarea punctelor de intexsecție 
Fig, 281 dintre un număr convenabil de generatoare cu planul secant. 


—————_— [ne 


A X pe numește plan sagilal, planul dus prin virful conului și prin centrul cercului 
e bază, 
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B., Secţiune plană în cilindru 


„a) Teorema lui Dandelin: Secţiunea făcută cu un plan oarecare Într-un 
cilindru de rotaţie este o elipsă. So consideră cilindrul de revoluție (T) sec- 
ționat cu planul P (fig. 282). 

„Pentru a demonstra teorema enunțată, se înscriu în cilindru sferele (0) 
şi (0,), tangente în F și F, la planul secant. Cercurile (CC,) și (DD,) sint 
cercurile de tangenţă dintre cele două sfere și cilindru. Fie M un punct 
oarecare de pe curba de secţiune și PN generatoarea corespunzătoare. Din M 
se duo dreptele MF şi MF,, tangente sferelor O şi 0,. Generatoarea PMN 
fiind tangentă sferelor în punctele P și JW, rezultă că: 


MP = MF şi MN = MF, 
Adunind aceste egalităţi, se obţine: 
MF + MF, = MP + MN = PN = const. 


Locul punctului M, bucurindu-se de proprietatea că suma distanțelor 
lui la două puncte fixe F şi F, este constantă, este o elipsă. 

Dreptele de intersecţie dintre planul secant și planele cercurilor (CC) 
şi (DD,) sînt directoarele elipsei de secţiune, iar punctele F și F, sînt foca- 
rele. Axa mică este egală cu diametrul cilindrului, iar axa mare, cu 00,. 


b) Secţiune plană într-un cilindru oblic (fig. 283). Se dă cilindrul cu cercul 
director (ab), în planul H secţionat de planul [PP']. Curba de secţiune este 
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o olipsă, a oŭroi proiecţio orizontală esto pipis (e) afină cercului (ab), avind 
oa axă do afinitate urma orizontală P a planului secant, 

Pontru a construi curba afină cercului se găsește direct punctul P de 
intersecție dintre gonoratoaroa (bb') a cilindrului cu planul secant. Punctele 
y, œ și d ale secţiunii sint intersecțiile din- 
tre transformatele afine ale corzilor : bc, ba 
i ad, ale căror puncte unite sint 1, 2 și 3. 
Tn punctele y și d, elipsa (e) este tangentă 
goneratoarelor c și d, de contur aparent 
orizontal. j 

Tangenta tf la Boc pia orizontală a elip- 
sei do secţiune este afina tangentei et la 
cercul director (ab). 

Observare. Planele secante folosite în practică 
sînt de obicei plano proiectante. Astfel, piesa repre- 
zontată în opura alăturată (fig. 284) a fost secţio- 
nată cu planul de front F gi cu planul de capăt Q’. 


Pontru a avea adevărata mărime a secţiunii fă- 
cuto cu planul Q’, oa a fost rabătută în Qo- 


6. Dostăşurarea, suprafețelor cilindro-conice 


Fig. 284 Desfăşurarea unui cilindru sau a unui con 
este limita desfășurării unei prisme sau a unei 
piramide insorise în cilindru sau con al căror număr de feţe creşte în mod ne- 
definit, astfel ca distanţa dintre două muchii laterale ale prismei sau unghiul 
dintre două muchii laterale ale unei piramide înscrise să tindă către zero. 
Prin desfășurarea suprafeţei laterale a unui cilindru sau a unui con pe un 
plan, întro punctele suprafeţei date și punctele desfășuratei sale pe plan 
se stabileşte o corespondenţă punctuală univocă. În această corespondenţă, 
unei curbe trase pe suprafață li corespunde 
o curbă pe desfăşurată, numită transformata 
prin desfășurare a curbei date, a cărei lun- 
gime este egală cu aceea a curbei trase pe 
suprafață. De asemenea, unghiul a două 
curbe ale suprafeţei este egal cu unghiul 
transformatelor lor prin desfăşurare. Deci : 
în desfășurarea suprafeţelor, lungimile liniilor 
trase pe suprafaţă şi unghiurile dintre ele se 
conservă, 

a) Teorema lui Olivier. Transformata prin 
desfășurare a unei curbe de secțiune plană 
într-o suprafaţă are o infleziune în punctul 
corespunzător punctului de pe suprafaţă pentru 
care planul tangent este perpendicular pe pla- 
nul secant (fig, 285). Pentru a demonstra Fig. 285 
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această teoremă se ia ca suprafață un con în care se înscrie o piramidă, 
astfel ca una din fețele sale să fio paralelă cu planul vertical de proiecţie. 
Fie piramida (sabed, s'a'b'c'd’) înscrisă în con, a cărei faţă (sab, s'4/b') este 
paralelă cu [V], care se secţionează cu planul de capăt [AR]. Planul 
feței (sab) și planul de capăt sint perpendiculare între ele. Se desfășoară 
această suprafață pe planul de front al feței SAB. Faţa SAB (ab) este 
astfel propria sa desfășurată, iar m'n’ reprezintă transformata prin desfășu- 
rare a dreptei după care planul [RR] secţionează fața SAB. Se rabat laturile 
poligonului de secţiune n'q’ și m'p’, adiacente laturii m'n’, pe planul feţei 
SAB. Deoarece în triunghiurile de poziţie ale punctelor q’ și p' sint verifi- 
cate relațiile wg, > og” şi pi > op’, rabaterile qo și pg se vor afla în 
unghiurile obtuze pe care urma R’ le face cu s'b' și s'a’. Deci go şi pg sint 
de o parte şi de alta a dreptei FR. 

La limită, R’ devine tangentă la curba transformată, pe care o traver- 
sează în punctul său de contact ce se găseşte pe generatoarea de contact 
la con a planului tangent perpendicular pe planul secant. 


Observare: Transformata secţiunii nu are punct de inflexiune dacă generatoarea de 
contact a planului tangent care îndeplineşte condiţia impusă de teoremă este perpendi- 
culară pe planul de secţiune. 


b) Tangenta la transformata unei curbe prin desfășurare. Fie curba (abcdef) 
trasă pe conul V (fig. 286). Transformata ei prin desfăşurarea conului este 
curba æ B y ès ea. Punctele b şi 6 sînt două puncte corespondente (fig. 287). 
Tangenta în b la curba de secţiune este P7e[VBT7). 

Deoarece lungimile şi unghiurile liniilor trase pe suprafață se conservă 
cînd suprafața se desfășoară, rezultă : 


X VBT, = VOT. 
Unghiul <A VBT, se construiește ţinind seama că: 
AbBI = ABBT, 
din care rezultă că tangenta în f la transformata secţiunii este ß T. 
c) Desfășurarea unui con (fig.288). Fie conulcu virful (po”) și baza cercul (o)€ H], 
în care se înscrie piramida V ABCDEF, a cărei bază este hexagonul regulat 


abcdef şi ale cărei muchii proiectate orizontal după va, vb, ..., of sìnt generatoarele 
„conului. Pentru a obţine adevărata lor mărime se rotesc în jurul axei verticale 


Fig, 286 Rig. 287 
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oare trece prin vintul conului, pini 00 davin paralele ou planul V, So obţin astfel 
lungimile : e'a’, o'Br ato. u, oare ant adovăratolo mărimi ala muohiilor proiectate 
i 


Fig. 288 

orizontal după : pa, vb etc. Destăşurind piramida înscrisă, linia continuă ce uneş- 
te virturile a,, b, ... eto. (fig. 289), care sint transtormatele virturilor poligonu- 
lui abcdef, este transformata cu 
aproximaţie a curbei de bază a 
conului. Punctele deinflexiune 
ale curbei (abc, --. fig) care es- 
te transformata bazei sint r, și 
Ř Ce corespund punctelor m şi 
RI n, situate pe generatoarele de 
D> W conturaparentorizontal, în lun- 
A gul cărora planele tangente la 
con sint perpendiculare pe pla- 
nul H. 

Tangenta la curba transfor- 
mată (fig. 289). Se cere tan- 
„ genta în & al cărui transfor- 
0 7 mat ù, este punot de inflexi- 

f, A AR une, Tangenta căutată face cu 
1 Fig, 289 d genoratoarea eyn, un unghi egal 


1 Ratus sosit A i 


3 
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cu unghiul pe care tangenta în n la cerc il face cu generatoarea va; iar acest, 
unghi este cuprins în planul tangent la con in lungul generatoarei va. Pen- 
tru a obține unghiul în adevărata mărime, se rabate planul tangent pe 
planul orizontal. Punotul V, fiind rabaterea virfului (p'o, = Vov), unghiul 


căutat este X Vono. Pentru a-l obţine în desfășurare, se construieşte triun- 
ghiul Vini Va egal cu triunghiul Vom. 


Observaţie, În aa ŞI ag, unghiurile transforma tei cu generatoarele corespunzătoare sint 
suplimentare, iar pd, esto axa de simetrio a desfășurării, 


d) Desfăşurarea unui trunchi do con circular drept (fig. 290). Se consideră 
trunchiul de con obţinut prin secţionarea conului circular drept (sij, sij”) 
prin planul de capăt [PP']. Porțiunea cuprinsă între transformatele prin 
desfăşurare ale curbelor de bază și de secţiune ale conului este desfășurarea 
trunchiului de con. 

Dacă se deschide conul după generatoarea (sj, s']'), desfăşurarea este sec- 
torul circular cu centrul în s’ și raza egală cu generatoarea conului. Pentru 
a afla lungimea arcului de cere al sectorului util desfășurării, se împarte 
cercul de bază într-un număr oarecare de părți care se poartă pe arcul 
sectorului, obţinindu-se arcul j's"f,. Acest arc este transformatul cercului (s) 
şi are o lungime egală cu acesta. Pentru ca eroarea comisă să fie cit mai 
mică, e necesar ca cercul bazei să fie împărţit într-un număr mai mare de 
pariu sa figurează în desfăşurare generatoarele corespunzătoare punctelor 

„2 sete... 

Proiecţiile verticale ale generatoarelor corespunzătoare punctelor de divi- 
ziune ale cercului de bază sînt tăiate de urma P’ a planului în punc- 
tele : b’, c' şi d', ce aparţin elipsei de secţiune. Pentru a avea transformata acestei 
elipse, se rotesc generatoarele de mai înainte în jurul axei (ss”) pînă coincid 
cu (sj, sj), care este frontală. Prin această rotaţie de nivel, punctele: a’, 
b', c' şi d' se transformă în ai, bi, ci şi di, care se poartă prin arce de cerc 
cu centrul în s', pe generatoarele respective în: A, B, C etc. 

Deoarece generatoarea is” este axă de simetrie a sectorului circular, se obțin 
celelalte puncte Bı, Cı etc., ale transformatei curbei de secţiune, prin 
simetrie. 

Puncte de inflexiune. Pentru a găsi punctele de inflexiune ale transformatei 
secţiunii se duce din ss” o perpendiculară pe planul [PP]; (fig. 290). Proiecţiile 
ei (sh, s'h’) sint perpendiculare pe urmele planului [PR]. Urmele orizontale 
ale planelor tangente la con, perpendiculare pe planul secant, sint tangen- 
tele ht şi ht, duse din h la cercul de bază; iar generâtoarele corespunză- 
toare sint st și st, Punctele de inflexiune ale transformatei elipsei sint F 
și F,, care corespund intersecţiilor generatoarelor st şi st, cu planul [PP]. 
În aceste puncte, transformata curbei de secţiune îşi schimbă sensul con- 
cavităţii. - A è 

Pentru a avea o desfăşurare mai precisă, se calculează unghiul <)'sf, 
care corespunde arcului util al cercului descris din s’ ca centru hsi’ ca 
rază. Dacă se notează cu R raza cercului de bază, cu R, = s'J' raza secto- 
rului ce reprezintă desfășurarea și cu © = + J's'f, rezultă relaţia : 


o RaR, QWR, 


— . 
360 2rR R Ru 
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cu unghiul pe care tangenta în n la cero îl faco cu generatoarea va; iar acest, 
unghi este cuprins în planul tangent la con în lungul generatoarei pa. Pen- 
tru a obține unghiul în adevărata mărime, se rabate planul tangent pe 
planul orizontal. Punctul V, fiind rabaterea viriului (p'p, = Vep), unghiul 
căutat este X Vono. Pentru a-l obţine în desfășurare, se construieşte triun- 
ghiul ViVa egal cu triunghiul Vo. 

Obsereaţie. În a, şi as, unghiurilo transtormatei cu generatoarele corespunzătoare sint 
suplimentare, iar od) esto axa do simotrio a desfăşurării, 


d) Desfăşurarea unui trunchi do con circular drept (fig. 290). Se consideră 
trunchiul de con obţinut prin secționarea conului circular drept (sij, si”) 
prin planul de capăt [PP']. Porțiunea cuprinsă între transformatele prin 
desfăşurare ale curbelor de bază și de secţiune ale conului este desfășurarea 
trunchiului de con. 

Dacă se deschide conul după generatoarea (sj, s'J'), desfăşurarea este sec- 
torul circular cu centrul în s’ și raza egală cu generatoarea conului. Pentru 
a afla lungimea arcului de cerc al sectorului util desfășurării, se imparte 
cercul de bază într-un număr oarecare de părți care se poartă pe arcul 
sectorului, obţinindu-se arcul j's'f,. Acest arc este transformatul cercului (s) 
şi are o lungime egală cu acesta. Pentru ca eroarea comisă să fie cît mai 
mică, e necesar ca cercul bazei să fie împărţit într-un număr mai mare de 
părți. Se figurează în desfăşurare generatoarele corespunzătoare punctelor 
1, 2, 3etc.... 

Proiecţiile verticale ale generatoarelor corespunzătoare punctelor de divi- 
ziune ale cercului de bază sînt tăiate de urma P' a planului în punc- 
tele : b’, c' și d’, ce aparţin elipsei de secţiune. Pentru a avea transformata acestei 
elipse, se rotesc generatoarele de mai înainte în jurul axei (ss!) pînă coincid 
cu (sj, s'j'), care este frontală. Prin această rotaţie de nivel, punctele : a’, 
b', c' și d! se transformă în ai, bi, ci şi di, care se poartă prin arce de cere 
cu centrul în s’, pe generatoarele respective în: A, B, C etc. 

Deoarece generatoarea is! este axă de simetrie a sectorului circular, se obţin 
celelalte puncte B}, C, etc., ale transformatei curbei de secţiune, prin 
simetrie. 

Puncte de infleziune. Pentru a găsi punctele de inflexiune ale transtormatei 
secţiunii se duce din ss’ o perpendiculară pe planul [PP]; (fig. 290). Proiecţiile 
ei (sh, s'h’) sînt perpendiculare pe urmele planului [PP]. Urmele orizontale 
ale planelor tangente la con, perpendiculare pe planul secant, sint tangen- 
tele ht şi ht, duse din 4 la cercul de bază; iar generâtoarele corespunză- 
toare sint st şi st Punctele de inflexiune ale transtormatei elipsei sînt F 
și F, care corespund intersecţiilor generatoarelor st şi st, cu planul (PP). 
În aceste puncte, transformata curbei de secţiune îşi schimbă sensul con- 
cavității. ; | 

Pentru a avea o desfășurare mai precisă, se calculează unghiul <)'sf, 
care corespunde arcului util al cercului descris din s’ ca centru şi. s'j' ca 
rază. Dacă se notează cu R raza cercului de bază, cu R, = s']'.raza secto- 
rului ce reprezintă destășurarea Și cu S =%]'sf,, rezultă relaţia : 


o dimR i OR NOL UR 


— E3 
860  27rR R R 


Fig, 290 
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Acest unghi este util pentru corectarea operaţiei grafice de desfășurare. 


Aplicaţii 


1) Desfășurarea trunchiului de con ce racordează două conducte cilindrice cu axe paralele 
şi raze diferite (fig. 291). So consideră ca plan vertical planul determinat pe axele con- 
ductelor. Generatoarele SA şi SB do contur aparent sint date în epură în adevărata 
lor mărime. Pentru a avea 
adevărata mărime a celorlalte 
generatoare, se rabate pe pla- 
nul axelor cercul AB, care 
se împarte în arce egale. Se- 
micercul BbA s-a împărţit 
în 4 arce egale, prin puncte- 
le: a, b, c şi A. Adevărata 
mărime a generatoarelor co- 
respunzătoare se obţine prin- 
tr-o rotaţie în jurul axei ver- 
ticale SO, pînă ce se aşterne 
pe planul vertical considerat, 
Se obţine astfel adevărata 
lor mărime în: aof, bo şi 
Cof. Rotirea punctelor a, b 
etc. se face în jurul punctu- 
lui O care este piciorul axei 
de rotație. Se deschide conul 
după generatoarea BD. Pen- 
tru a obține, de exemplu, 
punctul a, al transformatei 
cercului de bază, se constru- 
ieşte arcul de cerc cu virful în S şi raza aos, apoi cu centrul în B se descrie un arc de 
cerc cu raza cît coarda arcului Ba. Intersecţia dintre aceste două arce de cerc este 
punctul aa. | y; 

Punctul b, este intersecția arcului de cerc descris din S ca centru şi rază Sbg cu arcul 
de cerc descris din B ca centru şi rază Bb. Celelalte puncte: c1, A11, Can -0-3 as Bis Yi < 
se construiesc în acelaşi mod. Generatoarea SA, este axa de simetrie a desfăşurării. 

Deoarece secţiunile făcute în con prin planele [4B] şi [ED] sint două curbe paralele, 
transtormatele lor: Bab, etc. şi Daß, etc. sînt paralele. Cum nici unul din planele 
tangente la con nu sînt perpendiculare pe planul H — care este planul bazei —, trans- 
formata cercului de bază nu are puncte de inflexiune. 


2) Desfășurarea trunchiului de con ce racordează două conducte cilindrice cu aze concu- 
rente și raze diferite (fig. 292). Se proiectează sistemul format de cele două conducte pe 
planul axelor şi se desfăşoară trunchiul de con, deschizindu-l după generatoarea aq. 
Cele două secţiuni (ab) şi (pg) sînt antiparalele. În epură sînt date adevăratele mărimi 
ale segmentelor de generatoare ag şi bp. Pentru a afla adevărata mărime a celorlalte gene- 
ratoare, se rabate pe planul axelor cercul de bază (ab), pe care se iau punctele de sprijin 
ale generatoarelor c,d şi e. Prin rotația generatoarelor în jurul axei verticale ce trece 
prin e se obţin adevăratele lor lungimi, care sînt: cesti, diS ŞI e'r Transtormatele prin 
desfăşurare ale celor două secţiuni sînt curbele : aEDCB o i qRSTP..:, care au BP axă 
de simetrie. Desfăşurarea suprafeței trunchiului de con este cuprinsă între aceste două 
curbe, a : 4 

re aproximativă a unui trunchi de con oblic (fig. 292 a). Fie trunchiul 
de ea S baze cercurile (w) şi (%,), situate în două plane paralele, Planul 
tangent în lungul generatoaroi (aa, a'ai) este porpendicular pe planul bazelor, Pontru 
a desfăşura acest trunchi de con se inscrie o suprafață poliodrală, alo cărei feţe sint 


18? 


triunghiurile : a,b,a, abb, bibe, Adovăra- 
tele mărimi ale laturilor acestor triun- 
ghiuri se află prin rotații în jurul axelor 
verticale care trec prin a, d,... ete. Des- 
fășurarea este poligonul (4B6...A BC) 
care se obţine construind succesiv tri- 
unghiurile 44,8, AB,B oto. ... 


f) Desfăşurarea cilindrului. Fie 
cilindrul (04, waj), cu baza un 
cere în planul H, mărginit de un 
plan [Æ] || [H]. Pentru a obţine des- 
fășurarea cilindrului, trebuie să se 
cunoască adevăratele mărimi ale 
generatoarelor, care se obţin făcind 
o schimbare de plan așa fel incit să 
devină paralele cu unul din planele 
de proiecţie (fig. 293). 

Pentru aceasta seschimbă planul V, 
aducindu-l să îndeplinească con- 
diţia de mai înainte. Noua linie de 
pămint X, este paralelă cu proiecția 
orizontală a generatoarelor. Proiec- 
pia pe planul PV, a cilindrului este 
dată de generatoarele de contur 
aparent c’ şi d’, axa fiind o“oy. 

Secţiunea normală în cilindru fă- 
cută cu planul [SS] perpendicular pe 
generatoare este elipsa aceByăy,Bis, 
a cărei rabatere este aucefo -. EF- 


Fig. 2V2:a 
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Transformata prin destăşurare a acestei olipso esto un sogment de dreaptă 
egal cu lungimea elipsei. Se dosohido cilindrul după generatoarea (e,e”) gi 
se desiişoară pentru simetrio, po planul tangent la suprafaţă, în lungul 
generatoarei (/B, f*04). 


Ținind soama do analogia dintre 
desfăşurarea prismei şi a cilindrului 
(lig. 294), po dreapta A care este 
transformata secțiunii normale se 
poartă lungimile : 


BC Yoi CD = Yobo; 


T = 0oeg etc, 


Fig. 293 Fig. 294 


Apoi prin punctele de diviziune : B, C, D`.. se duo perpendiculare pe A, 
pe care se poartă lungimile generatoarelor respective : 


m... 


BB, = f"B, BB, = B'ow CC = y'y", CCa yY + eto 


€ i J 
' i intr-o trăsătură continuă punotele By, Ci, Di Ju Și BaCa idian 
Pie ÎLE slormatele cercurilor (0) şi (w), care împreună cu BBa 


şi J,J2 dau suprafața destăşurată. 
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Întrucit cercurile (6) şi (œ) sint egale și cuprinse între plane paralele, 
transtormatele lor sint două curbe egale și paralele între ele. 


g) Cazuri particulare. 1) În practică se întilnește des cazul desfășurării 
unui cilindru circular drept. Suprafaţa desfășurată este un dreptunghi cu 
una din laturi egală cu 27R, a doua fiind înălțimea cilindrului. 


2) Un alt caz particular intilnit în aplicaţiile practice este desfășurarea 
unui cilindru circular drept, secţionat printr-un plan oarecare. Se consideră 
în epură cilindrul cu baza cercul (œ) în planul Æ secțpionat de 
planul de capăt [SS]. Se desfăşoară suprafața cilindrului cuprinsă 


între planul Æ şi planul de secţiune (fig. 295), deschizindu-l după 
generatoarea DD. 


Fig. 295 


Deoarece cercul de bază este o secţiune normală a cilindrului, transformata 
sa este segmentul DD* = 2mR. Corespondentele generatoarelor sînt perpen- 
diculare pe DD* şi egale cu proiecţiile lor verticale. Desfăşurarea se face 
pe planul vertical. Transformata cercului de bază se aşterne pe axa X, după 


` segmentul DD* = 2rR, pe care se înscriu punotele de diviziune: A, B,..: 


ete., corespunzătoare punctelor de pe cercul de bază. 
Lungimile generatoarelor DD,, AA, ... oto, se poartă prin paralele la axa X 

pe translormatele generatoarelor corespunzătoare, Suprafața desfăşurată 

este cuprinsă intre generatoarele DD,, D*D, şi curba D141B,C,D,. Punotul B, 


Ezra 
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este punct de intlexiune pentru transformata secțiunii, deoarece planul 
tangent la cilindru ce corespunde genoratoarei respective este perpendicular 
pe planul de secţiune. 


Observare 


Pie (mm) un punot al secţiunii al cărui transformat prin desfăşurare este M* și 
un sistem de axe rectangulare s'e’, cu originoa în bi. Se notează cu a şi a coordo- 
natele punctului (mm), iar cu æj şi zi acelea alo punctului M*, care este raportat la 
sistemul rectangular «isı cu originea în Dy. 

Pentru a găsi locul punctului M™*, care este curba transformată a secțiunii, trebuie 
să se exprime coordonatele acestui punct în funcţie de acelea ale punctului m’. Se ob- 
servă că: 

Lă 
z = zi şi a = rsin0.:. 0 = arc sin Š, (1) 
Fi 


PN 
unde 6 = <t dam, şi r, raza cercului o. Iar: 


a Ea 
za = are Dym, = arc dm = Or = marc sin —» 
r 


deci : 


zi 
=r sin == - (2) 


Dacă în ecuația planului secant, care este plan de capăt: z” = kz’, se înlocuiesc s” 
şi x’ prin expresiile date de (1) şi (2), se obţine: 


2 


i 
z = kr:sin , 
7 


care este ecuația generală a sinusoidelor. Pentru cazul: k= r= 1, ecuaţia de mai 
înainte este: z' = sin z’, care reprezintă curba D,4,B,C,D,. 

Deci : transformata prin desfăşurare a curbei de secțiune oblică într-un cilindru circular 
drept este o sinusoidă. 


Exerciţii 


1. Se dă: C (5; 3; 0) centrul unui cerc situat în planul H, care este baza unui con. 
Planul tangent [77%] cu 7. (9; 0; 0), ZOT; T = 55° şi XOT: T = 309, Ştiina că virful 
său este S (1;5;.), să se construiască contururile aparente ale acestui con. 

Să se găsească adevărata mărime a secţiunii făcute cu un plan proiectant față de 
[H], ce trece printr-un punct al axei conului situat la 2/3 de la virf (coordonatele sînt 
date în cm). 

2. Se dă un con cu baza un cere în planul orizontal a] cărui virt este în planul van 
tical, avind cota egală cu diametrul cercului de bază, Centrul bazei este la o depărtare 
egală cu 3R, Să se găsească proiecţiile secțiunii făcute cu planul Ba 

3. Un con circular drept are baza într-un plan H, paralel cu [Æ] de cotă g. Virtu 


conului se găsește în planul H. 


n a 
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Să se determine secțiunea făcută în acest con cu un plan perpendicular pe [B], a 
cărui urmă verticală se confundă cu urma verticală H’. 

Să se construiască tangenta într-un punct curent al secţiunii. Să se desfășoare trun- 
chiu) de con, semnalindu-se care 
sînt punctele de intlexiune ale des- 
făşurării, 

Aplicaţie pentru: g= 12 cm 
şi R=3 cm. 

à. Un cilindru are baza un cere 
în planul bisectorului întîi. Genera- 
toarele sînt paralele cu o direcţie 
dată. Să se construiască o secțiune 
dreaptă şi să i se găsească adevă- 
rata mărime. 

5. Se dă un cilindru de rotaţie 
cu axa verticală. Să se secţioneze 
cu un plan, astfel ca secţiunea să Fig. 296 

fie o elipsă dată. 


7. Intersecţia dintre o dreaptă şi o suprafață cilindro-conică 


a) Intersecţia unei drepte cu un con (fig. 296). Punctele de intersecţie 
dintre o dreaptă şi un con sînt date de intersecțiile dreptei cu curba de 
secţiune făcută cu un plan ce trece prin dreaptă. 

Pentru a obţine o secţiune simplă se consideră planul secant determinat 
de vîrful conului și dreaptă care secţionează conul după o hiperbolă dege- 
nerată. Secţiunea se compune din generatoarele Sd şi Sc, care sînt întilnite 
de dreapta A în punctele e și f. Acestea sint, punctele de intersecţie dintre 
dreaptă şi con. Generatoarele după care este secţionat conul corespund 
punctelor d şi c în care dreapta kh —care e urma pe planul bazei a planului 
ce trece prin vîrf şi dreaptă — inter- 
sectează curba de bază. 


b) Intersecţia unei drepte cu un ci- 
lindru (fig. 297). Fie cilindrul a cărui 
curbă directoare este cercul (w, w’) eH] 
intersectat de dreapta A(ò, 3). 
Pentru a afla punctele de intersecție, se 
secionează cilindrul cu planul deter- 
minat de dreapta A şi de o dreaptă 
paralelă cu generatoarele cilindrului, 
concurentă într-un punct oarecare 
M (m, m’) cu A. Urma pe planul H a 
planului secant format de aceste două 
drepte este dreapta kk, determinată 
de urmele orizontale ale celor două 
drepte. Dreapta AA taie cercul (œ) în 
punctele e şi f. Proiecţiile orizontale ale 
generatoarelor ce corespund acestor 
puncte sint întilnite de proiecția Ò, a 
Fig. 297 dreptei A, în punotele e, şi f, care 
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sînt proiecţiile orizontale ale punctelor de intersecţie dintre dreaptă și cilindru. 
Proiecţiile verticale se obțin prin linii de ordine. 


8. Intersecţia a două suprafețe de gradul doi 


a) Suprafețele caro se oxprimă printr-o ecuaţie de gradul al doilea se 
numeso cuadrice sau suprafețe de gradul al doilea. Aceste suprafețe sint : 
Blâpsotdul, hiperboloidul cu o pinză, hiperboloidul cu două pinze, paraboloidul 
eliptic şi paraboloidul hiperbolic. 

Conul şi cilindrul de rotaţie sînt cazuri particulare ale suprafețelor citate 
mai înainte. În general, curba de intersecție a două suprafețe de gradul 
al doilea este o curbă strimbă de gradul al patrulea. Proiecţia ei ortogonală 
pe un plan este tăiată, în general, de o dreaptă D din planul de proiecţie 
în 4 puncte. Aceasta rezultă din faptul că planul dus prin dreaptă perpen- 
dicular pe planul de proiecţie intersectează curba strimbă în patru puncte, 
ale căror proiecţii sînt pe urma planului, care e dreapta D. 

Deci : în general, proiecția unei curbe strimbe pe un plan este de acelaşi 
ordin ca şi curba care se proiectează. 

Dacă curba strimbă (T) are puncte multiple, proiecția sa (y) are puncte 
multiple de acelaşi ordin (fig. 298 a,b). Astfel, dacă curba de intersecţie 
a două suprafețe are un punct dublu real, proiecția sa are un punct dublu. 
Dacă două puncte M şi N ale unei curbe strimbe (T) se găsesc pe aceeași 
proiectantă (fig. 299), proiecția sa are un punct dublu; deci punctele mul- 
tiple ale curbei proiecţie corespund punctelor multiple ale curbei strimbe 
sau corzilor proiectante ce unesc mai multe puncte ale curbei strimbe. Dacă 
proiectanta este o coardă trisecantă sau cuadrisecantă, punctul proiecție 
este un punct triplu sau cuadruplu etc. 


b) Cîteva teoreme cu privire la curba de intersecţie a două suprafețe de 
gradul al doilea 


Teorema 1. Dacă curba de intersecție a două suprafețe de gradul al doilea se desface în 
două ramuri, dintre care una e plană, atunci și cea de-a doua e plană (fig. 300). Fie doi 
cilindri cele două suprafeţe de gradul al doilea. Se ia ca plan de proiecţie planul curbei 
comune, care este elipsa «mgn. Unul din planele auxiliare care este paralel cu ambele 


Ex 


„TNI! 


Fig, 299 Fig, 300 


i 


ceata ema 0 ii 
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direcţii ale gencratoarelor celor doi cilindri are ca urmă, pe planul curbei amân, dreapta aĝ, 
Acest plan determină în fiecare cilindru cite două generatoare: în primul cilindru 
generatoarele ay și Bă, iar în al doilea «5 şi By, care se intersectează în punctele 3 şi y 
ce aparţin celei do-a doua curbe de intersecţie; S-a obținut astfel un paralelogram, als 
cărui diagonale «aß şi dy se taie în părţi egale, Deci Jo = ZB. 

Dind o mişcare de translație planului secant auxiliar (af), toate dreptele ce vor uni 
punctele celei de-a doua curbe vor tăia în părți egale corzile paralele cu aß. Deci aceste 
drepte sînt divizate în părţi egale de diametrul mn conjugăt direcţiei «8. Cum toate para- 
lelogramele ce se obțin astfel sînt asemenea, înseamnă că toate diagonalele ce unesc 
puncte corespunzătoare celei de-a doua curbe sint paralele între ele şi întilnesc diame- 
trul mn; ele generează un plan în care este situată cea de-a doua curbă. 


Observare. Dacă cuadricele sînt tangente, atunci curba de intersecţie este o conică; 
aceasta avînd toate punctele duble este curba de tangenţă dintre cele două suprafeţe, 


Teorema II. (Monge): Două suprafețe de gradul al doilea circumscrise unei aceleiaşi! 
cuadrice se intersectează după două curbe plane (fig. 301). : ERS 

Fie conurile cu vîrfurile în S şi $, circumscrise sferei (w); se ia ca plan de proiecție 
planul determinat de centrul sferei şi de dreapta S$$,. Cercul de contact dintre conul (S) 
şi sferă se proiectează după dreapta mn, iar cercul de contact dintre conul ($,) și sferă 
după pg. Aceste două cercuri se taie în două puncte ale căror proiecţii sint confundate 
în R, proiectanta fiind coarda ce uneşte cele două puncte de intersecţie ale curbelor 
de contact. Această proiectantă este polara reciprocă a liniei virfurilor $S, în raport 
cu sfera (w). Polara reciprocă fiind cuprinsă în interiorul sferei, cele două conuri admit 
aceleaşi plane tangente în punctele R. 

Dacă se secţionează conurile cu planul [4 Rz], se obţine în conul (S) o elipsă, a cărei 
una din axe este kz. Punctul R reprezintă proiecția a două puncte, aparţinind acestei elipse, 
care se află pe aceeași proiectantă. Acestea sînt punctele de intersecţie dintre acest 
plan şi generatoarele conului (S) ce se proiectează după SR. Intersecţiile dintre planele 
tangente la con în lungul acestor generatoare şi planul secant sînt tangente la curba 
de secţiune în punctele proiectate în R. 

În conul ($,), planul [kzR] determină de asemenea o elipsă, care are aceeaşi axă kz 
ca şi prima, cu aceleași tangente în punctele R, care sînt confundate cu punctele R 
ale primei elipse. 

Elipsa, care e o curbă plană, fiind o parte din curba de intersecţie a celor două conuri, 
în virtutea teoremei precedente, şi a doua parte a curbei de intersecţie este plană. 

Aplicaţii. Această teoremă are variate aplicaţii în tehnică, cu deosebire la racordarea 
conductelor cu diametru diferit. Intersecţiile 


de acest gen sînt, ușor de realizat practic. 37 
Astfel (fig. 302), două conuri (5) şi (Sı), S P 


circumscrise sferei (w), se intersectează după 


Fig, 301 Fig, 302 
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două elipso, dintre care numai elipsa (4B) esto utilă pentru racordarea lor. Axele conu- 
rilor. sînt concurente în centrul sferei (w). A 

Dacă suprafețele circumscrise sferei sint un con (S) și un cilindru (fig. 303), atunci 
curba de lase io se desface în olipsele (aa) şi (bbi), din care sint utile racordării acestor 
suprafete ramurile ae şi be, Punctul e corespunde corzii comune celor două elipse, care 
e perpendiculară po planul axelor. 


Fig. 303 Fig. 304 


Teorema III. Două suprafețe de gradul al doilea care au două plane tangente comune 
se intersectează după două curbe plane (fig. 304). 

Fie cele două cuadrice doi cilindri ale căror baze (B) şi (8,) sînt în acelaşi plan. 
ele a e comune sînt planele limită Z, şi L, ale căror urme sint tangente la 

şi (B). 

Eta) dublu real s este dat de generatoarele : as şi ms; al doilea punct dublu este z, 
intersecţia generatoarelor be cu ne; iar se este dreapta punctelor duble. Fie Z, unul din 
planele auxiliare. Acesta determină în cilindrul (B) generatoarele c8 şi dy, iar în (B) 
generatoarele ga şi py, din intersecţia cărora se obţin punctele: a, 8, y şi 8 ce aparțin 
secţiunii. Acestea sînt virturile paralelogramului «fă, ale cărui diagonale se intersectează 
în o, situat pe dreapta punctelor duble se. Paralela ew dusă prin e, mijlocul corzii cd, 
la generatoarele cilindrului (B) trece prin œ, deoarece este la egală distanță de genera- 
toarele cf şi dă. Deci această dreaptă este conținută în planul [bas]. 

Din r, mijlocul corzii pg, se duce o paralelă la generatoarele cilindrului (B,), care 
trece de asemenea prin œ pentru acelaşi motiv. Paralela œr la generatoarele cilinărului 
(B,) este situată în planul [enms], iar dreapta es este intersecţia acestor două plane. 

Urma dreptei es este ż, intersecţia urmelor celor două plane [ab] şi [mn]. Diagonalele ay 
și p8 au urmele lor în Oşi u (nefigurate în epură), pe urma planului auxiliar [L.]=[cp]. 

Orice plan secant, paralel cu planul auxiliar Z., secţionează cei doi cilinări după cite 
două generatoare, care dau nâştere la paralelograme asemenea între ele şi ale căror 
diagonale sînt paralele între ele. Cele două șiruri de diagonale — ce sînt corzi ale curbelor 
de intersecţie —, sprijinindu-se pe aceeaşi dreaptă îs, determină cîte un plan în care 
se găsesc ô şi p dec parte şi œ şi y de altă parte, deci curbele de intersecţie sìnt două 
curbe plane. 


c) Clasificarea interseeţiilor. Dacă două suprafeţe se intersectează după 
o curbă continuă, se spune că intersecția este de gen rupere, 

Cind cele două suprafeţe sint de gradul al doilea (cuadrice), curba de înter- 
secţie este o curbă strimbă de gradul al patrulea, care poate avea unul sau 
două puncte duble, după cum suprafețele ce se intersectează au unul sau 
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două plano tangonte comune, În primul caz, ruperea este simplu tangențială, 
iar în al doilea, bitangenţială, a x 

Gonul intorsectioi so roounoagto după poziția urmelor planelor limită faţă 
de curbele directoare alo suprafeţelor, Astfel, dacă urmele planelor limită 
UAn și [a] (fig. 305, a, b) sint: una tangentă la curba («py), iar a doua, Lo 
tangentă la (abe), intoraooţia osto o rupere, iar curba de intersecție este continuă. 

Dacă una din urmele planelor limită (fig, 306, a, b) este tangentă la ambele 
curbe directoare (B) şi (B,), iar a doua esto tangentă la una din curbe (Bı) 
şi socantă la a doua (B), gonul intorsecpioi este rupere simplu tangențială. 
Curba de intorsecpio dintro colo două suprafețe este continuă, cu un punet 
dublu în P, în care suprafețele admit plan tangent comun. 

Cind curba do intersecţie este discontinuă, intersecţia este de gen pătrundere. 
În acest caz, urmele planelor limită (fig. 307, a, b) sint tangente amindouă 
unei aceleiaşi curbe directoare (7, 2) și secante pentru a doua (abcd); curba 
de intersecție dintre cole două suprafețe se desface în două ramuri. 


e 
rN 


Fig, 307 a Fig, 307 b 
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„Dacă planele limită (fig. 308, a, b) sint tangente la ambele curbe direc- 
toare (B) şi (B), ruperea este bitangenţială și curba strimbă de intersecţie 
se desface în două curbe plane. 


Fig. 308 a Fig. 303 b 


Proiecţia unei curbe strimbe continue este o curbă continuă, iar punctele 
multiple ale curbei strimbe se proiectează în general după puncte multiple 
ce au același ordin de multiplicitate ca punctul proiectat. Dacă curba strimbă 
are corzi paralele cu direcția proiectantelor, curba proiecţie are în punctele 
corespunzătoare puncte multiple, al căror ordin este egal cu numărul punc- 
telor în care coarda intersectează curba. Acestea se numesc puncte multiple 
aparente. 7 


9. Intersecţia suprafețelor cilindro-eonice 


a) Intersecţia a două conuri (fig. 309). Fie conurile (o; ss”) şi (%1; s1541) 
cu bazele (œ) şi (%,) în planul W. Urma orizontală a liniei vîrfurilor (ss, s's4) 
este (hk'). Dintre urmele orizontale ale planelor auxiliare care trec prin h, 
urma ha fiind tangentă la (œ) şi hc tangentă la (œ), sint urmele planelor 
limită, iar intersecţia este o rupere. 

Planul ha, tangent conului (61) în lungul generatoarei 7 sı, secţionează 
conul (S) după generatoarele as şi es, care se intersectează cu Is, în a, și e. 
Planul a cărui urmă orizontală este kb secţionează conul (S) după generatoa- 
rele sb și sd, iar conul (5,), după s13 şi 512, care se intersectează în punc- 
tele : bz, bz, da Şi da; iar planul a cărui urmă orizontală este ke secţionează 
conul (S) după generatoarea sc, și conul (5,) după generatoarele £s, şi 5 si, 
ale căror puncte de intersecţie sint c4 și cs. 

Urmărind proiecţiile mobilului ce parcurge curba de intersecţie pe bazele 
(o) și (01), se obţin punctele din tabloul: 


| Conul ($) 
| 


Conul (;5,) | 1 2 4 2 4 3 5 Ri 4 


- Intersecţia N Gui iba e da Aha aa ae 00 e ada Mei 


O > A a E e a 


Be ul 


| 
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Ultima linie a tabloului indică ordinea în care trebuie unite proiecţiile punc- 
telor curbei de intersecţie. Porţiunile văzute în cele două proiecţii ale curbei 


de intersecţie rezultă din intersecţia porțiunilor vizibile alo ambelor suprafeţe 
în proiecția cercetată. 


Fig. 309 


b) Me eaoejia a doi cilindri (fig. 310). Fie cilindrii ale căror curbe direc 
toare, (E) şi (£) sint în planul orizontal. Pentru a determina direcția planelor 
auxiliare, dintr-un punct arbitrar (w, œ’) se duc paralelele (gg) şi ggi la gone- 
ratoarele celor doi cilindri. Aceste drepte determină planul a cărui urmă 
orizontală este dreapta kh, Planele auxiliare, fiind paralele cu acest plan, 
au urmele orizontale paralele cu Ah. Planele A, Și A; sint planele limită 
ale intersecţiei, După poziţia lor, rozultă că intersecția este o rupere. 
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Planul A caro oste tangent cilindrului (Æ,) in lungul generatoarei a, 
sooționoază cilindrul (W) după generatoarele } și l, ale căror intersecții cu 
goneratoarea a sint punotelo 7 și 2; planul Ag seoţionează cilindrul (£,) după 


a SU 
e Sea, 


TREI a 


Fig, 310 


iar cilindrul (Æ) după generatoarele m şi m, Aceste 
tează în punctele: 3, 4,5 şi 6. 


generatoarele b și bu, 
generatoare se intersec 
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Celelalte plane auxiliare : Ag, Aa As; 4o şi Ar dau alte punc 
de intersecție. Tabloul punctelor rezultate din intersecția celo 
dri este : 


doi cilin- 


l 


aeaa r a a o a e 3 —— 
(E) |: m|n|p|q|r| sapa hım m |pa]ai Ti sr 1|p nm 


(E) alb |eldlel|f|j el fal Jal fi ala cibi a 


| 4 4118|22|24121117113]9]|5]1 
2046/12/8 4 |2 | [oh peej22[24[21[17]1a] 9/5] 1 


inter E 7 [11115/19]23 


Vizibilitate 
proiecţie | 
orizontală | 


92 be Boa d Muma zi 
e II ILIE 


Vizibilitate 
proiecţie 
-verticală 


an OO e T TA 


Dee 


Pentru a avea proiecția curbei pe planul vertical, se duc punctele aflate 

prin linii de ordine pe proiecţiile -verticale ale generatoarelor respective- 
Ca verificare trebuie ca proiecţiile lor verticale să se găsească la intersecția 
proiecţiilor verticale ale generatoarelor ce le-a dat naştere. 
„Linia din tablou intitulată „Intersecţia“ indică succesiunea în care trebuie 
unite proiecţiile orizontale ale punctelor curbei de intersecţie. Tabloul cu- 
prinde şi vizibilitatea în cele două proiecţii ale generatoarelor celor doi cilindri, 
din ale căror intersecţii rezultă punctele curbei. 

În proiecția verticală este văzută porţiunea de intersecţie cuprinsă între 
punctele 15'—197—23'—20'—16'—12' şi porţiunea 18'—22'—24—21'—17; 
Bp Ip, proiecția orizontală sint văzute porțiunile 5—1—3 şi 12—8—4— 
4700, 


c) Intersecţia dintre un con și un cilindru (ie. 311). Se tratează această 
problemă într-o epură. dimetric-axonometrică, Conul drept cu viriul SS are 


> 
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baza (C) în planul | X Y], iar cilindrul circular drept are baza (6) în planul [XZ]. 
Planele auxiliare trec prin S şi sint paralele cu generatoarele cilindrului. Urmele 
lor pe planul [ZX] trec prin 
s iar cele de pe planul[XY] 
Sat paralele cu axul y. 
Astfel, planul [spn,1], tangent 
conului în lungul generatoarei 
1 st, secționează cilindrul du- 
pă generatoarele a şi e, ale 
căror intersecții cu Z s* sint 
punctele a, şi e, Celelalte punc- 
te ale curbei de intersecţie sint 
date de intersecțiile genera- 
toarelor determinate în siste- 
mul celor două corpuri de 
planele auxiliare, ale căror ur- 
me pe [XZ] sînt Sgu Şi Ssk.- 
Urmărind punctul mobil care 
descrie curba de intersecţie, 
rezultă tabloul : 


i DEF 
| Cilindrul : | a,b e d e d e b a | 
Es ae i Aaa Nea pa da | Sase race See SE ej 
| Conul | 1 2 3 2 1 5 4 5 1 | 
| Curba de intersecţie . a. ba ca da e, d; Ca OEA | 


Planele [sm-1] şi [ssp, 4], primul tangent la con şi al doilea tangent la 
cilindru, sint plane limită. Intersecţia este o rupere. 


; 10. Puncte singulare ale curbei de intersectie 


a) Tangenta într-un punct dublu real. Tangenta într-un punct al curbei 
de intersecţie este dreapta de intersecţie dintre planele tangente la cele două 
suprafeţe în acel punct. Dacă cele două suprafețe au în punctul considerat 
același plan tangent, curba de intersecţie are un punct dublu şi tangentele 
nu se pot construi prin mijloace elementare. Se poate însă determina grafie 
poziţia aproximativă a tangentei în punctul dublu al curbei de intersecție 
folosindu-se proprietatea cunoscută a parieri complet, că o diagonală 
a sa este împărțită armonic de celelalte două, 

Fie cele două suprafeţe, conurile cu virturile s şi Su avind oa directoare 
curbele plane (C) și (C1) situaţe în acelaşi plan, Dacă aceste suprafețe au 


Hiina g coli eee iti 


a dala a - = 


piano ns iguana at 


soia sil e 2 
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același plan tangent în punctul P, urma sa AA; pe planul bazelor trece 
prin urma ķ a dreptei ss, şi o tangentă la cele două curbe directoare (fig. 312). 
Dacă se secționează aceste conuri printr-un plan a cărui urmă este R 
ce trece prin ks şi este infinit vecin planului [s4+A4), se determină în fiecare 
din cele două conuri generatoarele Ms și Ns, infinit vecine generatoarei så, 
Şi MiS Nisi, întinit vecine ge- 
neratoarei s,4, ale căror inter- 
secţii sint punctele : o, B, y, 3, 
imîinit vecine punctului P. 
Aceste puncte se găsesc cite 
două pe un acelaşi arc de curbă 
care trece prin P. 
Tangentele în P la cele două 
ramuri de curbă: «Py și BP5 
sint poziţiile limită ale secan- 
telor aă şi Bă, ceea ce are loc 
cînd poziţia planului [sk M] 
tinde către, poziţia [skA4.]. 
Dacă se consideră patrula- 
terul infinitezimal 1 complet 
aByă ss, diagonala ss. este di- 
vizată armonic de diagonalele 
ay şi Bò, deoarece proprietăţile 
patrulaterului complet se men- 
ţin şi în cazul cînd acesta este 
un patrulater infinitezimal. Dacă r şi q sint intersecțiile dintre ss, cu diago- 
nalele ay şi BS, punctele s, q, Sı,” fac o diviziune armonică. Prin urmare, 
tangentele în punctul dublu al curbei de intersecţie formează un fascicul 
armonic cu generatoarele celor două suprafeţe care trec prin acest punct. 


Pentru a construi tangenta în P la arcul «Py, se presupune că o tangentă 
lunecă în lungul acestui arc. Locul urmelor acestei tangente mobile pe 
planul bazelor este o linie à, care intersectează în 7 urma kAA, a planului 

tangent comun. Tangenta căutată este PI. 


Se obţine punctul J construind secantele 
cîtorva puncte de pe arcul «Py, luate de 
o parte şi de alta a punctului P: Tangenta 
de la a doua ramură se obţine în mod 
analog. Construcţia făcută dă poziţia apro- 
ximativă a tangentei, însă destul de apro- 
piată de cea exactă. 


b) Linia punctelor duble (fig. 313). 
Punctele duble ale proiecției curbei .co- 
respund atit punctelor duble ale curbei 
strimbe proiectate cit şi punotelor curbei 
Fig, 313 ce' se găsoso pë 0 aceeaşi proiectantă. 


Be numește patrulater infinitezimal patrulaterul ale cărui virturi sînt infinit vecine 
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Locul urmelor corzilor perpendiculare pe planul de proiecţie constituie linia 
punctelor duble referitoare la planul respectiv. Fie cilindrii cu bazele cercu- 
rile (C) și (C.) situate în planul Æ. Să se afle linia punctelor duble pentru 
proiecția orizontală a curbei lor de intersecţie. Pentru aceasta se observă 
că mijloacele acestor corzi se găsesc în planul diametral conjugat direcţiunii 
corzilor, care seoţionează cilindrul (C) după generatoarele r şi s, de contur 
aparent orizontal. Urma sa orizontală este dreapta rs, ce trece prin centrul c, 


În cilindrul (C,), mijloacele cor- 
zilor verticale se găsesc de aseme- 
nea în planul diametral conjugat 
acestor corzi, care secţionează cilin- 
drul (C,) după generatoarele m şi n 
de contur aparent orizontal. Urma 
sa orizontală este dreapta mn, ce 
trece prin cı Prin urmare, mijloa- 
cele corzilor celor doi cilindri se 
găsesc pe dreapta de intersecţie 
dintre cele două plane diametrale. 
Cum aceste corzi, sint verticale, pro- 
iecţiile lor orizontale se găsesc pe 
dreapta de intersecţie dintre cele 
două plane . diametrale conjugate 
corzilor verticale celor doi cilindri. 


Urma orizontală a dreptei este p, 
intersecţia urmelor orizontale mn 
şi rs ale celor două plane. Pentru a 

„găsi încă un punct al acestei drepte, 
se secţionează cei doi cilindri cu un 
plan P, paralel cu planul determinat 
de cele două direcţii ale generatoa- 
relor. Fie acest plan auxiliar acela 
a cărui urmă orizontală trece prin r. 
Acest plan intersectează planele 
diametrale [sr] şi [mn] după drep- 


tele ale căror proiecţii orizontale, 


sînt gr şi ug, paralele cu generatoa- 
rele celor doi cilindri, a căror in- 
tersecţie q este punctul căutat. 
Dreapta pg este linia punctelor du- 
ble pentru proiecția orizontală. 

Linia punctelor duble a proiecției 
verticale este proiecția verticală a 
intersecţiei planelor diametrale con- 
jugate corzilor perpendiculare pe 
planul vertical și se construieşte în 
mod analog. 


a) 


4) 


c) 


Fig. 314 


SUPRAFEȚE CONICE ŞI CILINDRICE 203 


c) Numărul punctelor dublo ale proiecției curbei de intersecţie, Se consi- 
deră ca suprafețe ce se intersectează doi cilindri. Pentru a găsi punctele duble, 
se secţionează cei doi cilindri prin planul care proiectează linia punctelor 
duble; secțiunile sint conice ale căror puncte comune sint situate pe aceeași 
proiectantă, 

Deoarece aceste două curbe sint de gradul al doilea, ele se intersectează în 
cel mult patru puncte, situate două cite două pe aceeași proiectantă. Deci 
proiecția curbei de intersecţie a doi cilindri de ordinul doi are cel mult două 
punete duble (314, a). 

Dacă curbele de secţiune obţinute prin planul care trece prin linia punc- 
telor duble se intersectează numai în două puncte situate pe aceeași proiec- 
tantă, proiecția curbei de intersecţie are un singur punct dublu (fig. 314, c), 
iar cînd una din curbe intersectează pe cealaltă în două puncte k% și s, si- 
imate pe aceeaşi proiectantă, iar celelalte două sint confundate în p, proiecția 
curbei de intersecţie are un punct dublu k' = s' și un punct de întoarcere p' 
(fig. 314, b). În cazul cînd cele două curbe sînt bitangente, se obţin în proiec- 
ție două puncte de întoarcere p’ şi q’ (fig. 314, d). 


Observare: În general, punctele duble reale nu sînt pe linia punctelor duble, 
deoarece, într-un punct dublu real, perpendiculara pe planul de proiecţie intilneşte 
curba de intersecţie numai într-un singur punct. E 


d) Puncte de întoarcere. Teoremă : Dacă se proiectează o curbă strimbă pe 
un plan perpendicular pe una din tangentele sale, proiecția prezintă în general 
un punct de întoarcere. 

Într-adevăr : fie curba strimbă PMQ a cărei tangentă în M este perpendi- 
culară pe planul de proiecție m şi Q planul osculator care traversează curba 
(fig. 315). Dreapta AB este intersecţia planului osculator' Q cu planul z. Pro- 
iecția curbei este tangentă în m la dreapta AB (punctul m fiind urma tan- 
gentei pe planul x), deoarece planul osculator conţine un punct al curbei 
infinit vecin punctului M, care se proiectează tot pe AB. Această dreaptă, 
intersectind curba mpg în 2 puncte infinit vecine, este tangentă la curbă. 

Cum curba din spaţiu este de aceeaşi parte a planului tangent în M şi 
cum ea traversează planul osculator, proiecția se compune din două ramuri 
tangente în m, la aceeași dreaptă AB. Ramurile sînt situate de o parte şi 
de alta a tangentei comune, și m este punct de întoarcere de speța I. 


q Observare: Dacă planul osculator nu traver- 

sează curba, contactul dintre plan şi curbă este mai 
mare, deoarece sînt 4 puncte infinit vecine; pro- 
iecţia făcută în aceleaşi condiţii dă un punct de 
întoarcere de speța a II-a. 


e) Puncte la infinit : 


1) Punctele la infinit ale curbei de intersec- 
ție a doi cilindri. Punctele curbei de inter- 
secţie dintre doi cilindri sint aruncate la 
infinit dacă generatoarele care le dau naste- 
re sint paralele, Atunci intersecția se reduce 
Fig, 315 la generatoarele lor comune. Curba de inter- 
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secție mai are încă punote la infinit dacă directoarea a cel puţin unuia din- 
tre cilindri este o curbă cu ramuri infinite; 

2) Puncte la infinit ale curbei de intersecție a două conuri. Vor exista puncte 
la infinit în intersecţia a două conuri dacă există generatoare paralele pe 
cele două suprafețe. Dirocţiilo acestor generatoare dau direcţiile punctelor 
la infinit ale intersecţiei (fig. 316). 

Fie conurile (C) şi (C,) cu vir- 
îurile (ss) şi (Ss), ale căror 
curbe directoare sint cuprinse în 
planul H. Pentru a găsi punctele 
de la infinit ale curbei de inter- 
secție, se transportă unul din co- 
nuri paralel cu el însuşi pină cind 
cele două virturi coincid. Fie (C,) 
conul căruia i se dă o mişcare de 
translație, pînă ce virful sı coin- 
cide cu s. Prin urma orizontală / 
a dreptei (Ss, s's'1) se duce c,h, 
iar din s se duce cS || cas; punc- 
tul c este centrul bazei conului 
(Cı), după translație. 

Fie m un punct situat pe curba 
(C); dreapta km intersectează cs 


în mu, segmentul cm, este raza cercului de bază în noua poziţie a conului (C,). 

Cercul c,, intersectează curba (c) în punctele p şi q; generatoarele comune 
celor două conuri sp || ssp, și sq || sg. sînt direcţiile asimptotice. Se obţin 
asimptotele luînd intersecțiile planelor tangente la cele două conuri în lungul 
generatoarelor paralele. Urmele orizontale ale planelor tangente la cele două 
conuri în lungul generatoarelor sg Și sıqı se intersectează în t, care este urma 
orizontală a asimptotei. 

Cum aceste plane tangente trec prin generatoarele (sg, s'q') şi (S19 $144) 
paralele între ele, proiecția orizontală a dreptei lor de intersecție este 

d tT |] sq || Saga. ca 

Cai 7 Proiecţia verticală a asimptotei este paralelă cu proiecția 

J: 


verticală g's’ a aceleiaşi generatoare; deci, din î se duce 
t T'||g's'. A doua asimptotă este dreapta (0u, O'u’), care 
b) e paralelă cu (pisi, PS): 


Observare. Dacă curbele directoare ale celor două conuri, după ce 
ß s-au adus să aibă acelaşi vîrf, se întersectează în patru puncte: œ, 


c) Bys 5 (fig. 347, a), se obţin patru ramuri infinite ; fiecare din ele 
L are cîte o asimptotă. Prin analogie cu hiperbola, acestea se numese 
ramuri. hiperbolice, 

d) Dacă cele două curbe sînt secante în două puncte æ şi B (fig. 317.0), 
curba do intersecţie are două direcţii asimptotice şi deci două ramuri 
infinite, 

“nd baza (0) i a în (cn) intersectează curba (e) în 
A ol. e) două punete « și B și oste tangontă la (6) în y (fig. 317, c), atunci 
| generatoarelor corespunzătoare, care treo prin punctele æ şi & le 
corespund două ramuri infinite hiperbolice, iar punctului y, o ramură 

Fig. 317 a cărei tangentă este la infinit, care se numeşte paradolică. 
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în shrşit, dacă cele două curbe (cj) şi (c) sint tangente sau bitangente (fig. 317, d), 
atunci curba de intersecție (e) aro una sau douå ramuri parabolice. miini 
Puncte la infinit în intersecjia unui con cu un cilindru. Curba de intersecție dintre 


un con şi un cilindru prezintă puncte la infinit dacă po con există o generatoare să 
lelă cu generatoarele cilindrului sau dacă cilindrul aro una sau mai multe generatoare 
da infinit. 


11. Intersecţia a două suprafeţe cilindro-conice 
ale căror baze nu sînt în același plan 


a) Intersecţia a două conuri cu bazele în plane diferite (fig. 318). Fie co- 
nurile (S) şi (S,) cu bazele în planele P şi P}. Pentru a găsi curba de in- 
tersecţie se foloseşte aceeaşi metodă ca în cazul cind cele două conuri ar 
avea bazele în același plan (pentru simplitatea desenului, în epură s-a folosit 
numai proiecția orizontală). Linia virfurilor ss, intersectează planul P în 
k, şi P, în kı. Urmele planelor auxiliare pe planele P şi Pi, conţinind 
dreapta (ss,, s's',), trec prin punctele k şi kı, fiind concurente în același punct 
pe dreapta de intersecţie vh a planelor P și P,. Fie A un plan auxiliar, ale 
cărui urme pe planele P şi P, sînt ka şi ka, concurente în a pe dreapta gh. 
Acest plan secţionează conul (S) după generatoarele sa, sb, iar conul (5) 
după Sa. şi s,b,. Punctele de intersecție dintre aceste generatoare : 2,4,9 şi 7 
aparţin curbei de intersecţie căutate. Alte plane auxiliare dau celelalte 
puncte ale intersecţiei. Planele ale căror urme pe planul. P sint (ck) şi (kdf) 
sint plane limită. Pentru unirea punctelor se foloseşte metoda punctului 
mobil. 


Fig. 318 
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b) Intersecţia dintro un con și un cilindru circular drept cu bazele situate 
în plane de proiceţie diferite (fig. 319), Fie conul cu baza cercul (ab) în pla- 
nul Æ şi virful (ss’), iar cilindrul cu baza cercul (ru, r'u’), într-un plan de 
profil. Planele auxiliare, fiind paralele cu generatoarele cilindrului, sint per- 
pendiculare pe planul W. Punctele curbei de intersecție sint proiectate pe 
cercul (&”) € [W], ca intersecţii ale acestui cere cu proiecţiile laterale ale 
generatoarelor determinate în con de planele auxiliare, 


Generatoarea sc intersectează cilindrul în punctele proiectate pe planul W 
în 1” și 2”, iar generatoarele sa şi sb, proiectate pe [W] în Sa" = S%", 
intersectează cilindrul în 3” și 4”. Generatoarele proiectate lateral în: 
s'e” = s"f”,s"g" gi s"k” dau celelalte puncte ale curbei de intersecţie. În punc- 
tele 8 și 9, proiecția orizontală a curbei de intersecţie este tangentă genera- 
toarei p de contur aparent orizontal al cilindrului. lar punotele 3, 4, 6, 
7, 44 și 83 sint puncte de tangenţă ale proiecției verticale a curbei cu gene- 
ratoarele de contur aparent vertical. Intersecţia este o ruperea. : 

Aplicaţie, În tehnică se intilnesc Ireovent intersecţii de conuri și cilindri 
ale căror baze nu sint în același plan. În mod obişnuit, bazele sint cuprinse 

"în plane paralele sau perpendiculare pe planele de proiecţie, Astfel, epura 


POR n 


w 
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alăturată (fig. 320) reprezintă o piesă formată din trei cilindri de rotație, 
cu axele coplanare, ale căror baze sint cuprinse: într-un plan de capăt, în 
[H] şi a treia într-un plan de profil, 

Deoarece generatoarele acestui sistem de cilindri sint toate de front, planele 
auxiliare sint plane de front, Un plan oarecare do front Æ secţionează cel 
trei cilindri după generatoarele (Ja, 1a’), 
(2a 2a'); (aa, Aa), (bbi bb) ete, 
ale căror intersecţii sint punctele curbe- 
lor după care se intersectează cei trei 
cilindri. 


aia, G 
E A e 


Fig. 320 Fig. 321 


c) Intersecţia dintre o suprafaţă eilindro-conică şi un poliedru. Curba de 
intersecţie dintr-o suprafaţă cilindro-conică şi ur poliedru se compune din 
arce de conice, rezultate din secţionarea cilindrului sau conului prin planele 
feţelor poliedrului. , i 

Fie prisma hexagonală dreaptă a cărei proiecție. orizontală este pgrstu şi 
conul circular (v, ab), (v', a'b’); (fig. 321). Planele fețelor fiind paralele cu axul 
conului, intersecția se compune dintr-un număr. de arce de hiperbolă ce 
concură două cîte două pe aceeaşi muchie a prismei. Secţionind cele două corpuri 
cu planul de nivel N, care trece prin punctele de concurenţă a două arce 
succesive de hiperbolă, se obţine în con cercul proiectat pe planul orizontal 
după cercul circumscris hexagonului de bază al prismei: lar secţiunea cu 
planul de nivel NV’, care trece prin virfurile hiperbolelor este cercul înscris 
în hexagonul pgrstu. Porțiunea de prismă astfel limitată 'este corpul unei 
piuliţe hexagonale. i 

În desenul tehnic, arcele de hiperbolă pu; unt... ete. din proiecția 
verticală sînt înlocuite, în chip impropriu, prin arce de cerc, pentru como- 
ditatea execuţiei epurei, 


E zerciţii 


1) Bă se găsească punctele do intorsooție alo unei drepte de profil cu un con. 
2) Be dau proiecţlile unui cilindru, Să so găsească proiecţiile unei drepte care trece 


printr-un punct dat și intersectează cilindrul, astfel încit segmentul de q ounrins 
în interiorul cilindrului să aibă o lungime dată. rannit cuprins 


emaa 
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3) Printr-un punct de pe suprafața unui con ou baza în [Æ]; dat prin proiecţiile 
stia d duc două INDA DAN Mtn en conul în alte două puncte. Sa se găsească adevărata 
mărime a triunghiului format do celo trei puncto. Să so ducă din virful conului o per- 
pendiculară pe planul triunghiului, fără a so trasa urmele acestui plan. ji 

Să se găsească proiecţiile triunghiului simetric în raport cu virful conului. S 

4) SX se găsească intersecţia a două conuri ale căror baze sint două cercuri concentrice 
în planul R. Virtul celui de-al doilea con se găseşte po suprafața celui dintii. 

) Să se construiască curba de intersecţie între două conuri cu bazele în planul M, 
al doilea con avind virful în interiorul suprafeţei celei dintii. 


a i 


CAPITOLUL VIII 
SFERA 


1. Reprezentare 


N Suprafețele proiectante ale sferei sînt cilindri de rotație ale căror raze sint 
R egale cu raza sferei. Secțiunile lor prin planele de proiecție, care reprezintă 
i contururile aparente ale sferei, sint cercuri egale cu un cere mare al sferei. 


Fig. 322 


Punct situat pe suprafată (fig. 322). 
Fie (o, o”) proiecţiile centrului 
sferei a cărei rază este R, și m 
proiecția orizontală a unui punct 
M aparţinind suprafeţei. Pentru a 
găsi proiecția verticală m’ a punc- 
tului, se secţionează sfera cu pla- 
nul de front F dus prin M, a cărui 
urmă orizontală trece prin m. Sec- 
țiunea este un cerc proiectat pe 
planul orizontal după segmentul «$, 
iar pe cel vertical după cercul cu 
centrul w, cu a«'f' ca diametru. 
Proiecţia verticală a punctului M 
se găseşte pe cercul «'ß’. Linia de or- 
dine a punctului m intersectează 
cercul a'f' în m’ şi m'i, care sînt pro- 
iecţiile verticale ale punctelor sferei 
situate pe aceeași proiectantă. Unei 
proiecţii orizontale i-au corespuns 
două proiecţii verticale, deoarece o 
dreaptă intersectează sfera în două 
puncte. 

Dacă una din proiecţiile unui 
punot se găseşte pe conturul aparent, 
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proiecția de nume contrar se găseşte po diametrul paralel cu OX al celui 
de-al doilea contur aparent, spe a 

Sint numai două puncte (a, a), gi (b, b') ale căror proiecţii se găsesc pe con- 
tururile aparente respective. Ele sint punctele de intersecţie dintre cercu- 
vile mari obţinute prin seoţionarea sferei printr-un plan de front și unul de 
nivel, care trec prin centrul său. — j ; i 

Se dă numele de meridian principal cercului sferei care se proiectează 
după cercul de contur aparent vertical, și ecuator cercului sferei care se proiec- 
tează după cercul de contur aparent orizontal. 


2. Plane tangente 


a) Plan tangent la sferă într-un punct pe suprafaţă. Fie (m, m) un punct 
al sferei; planul tangent în acest punct este perpendicular pe raza (œ m, o' m) 
(fig. 323). Problema se reduce la construirea planului care trece prin (m, m’) 


Fig, 323 
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şi este „perpendicular pe această dreaptă. Pentru a determina acest 
plan, prin (mm') se duce orizontala (mo, m'o’) cu mo Lm o; urma verticală 
a planului căutat este P’ | o m', iar cea orizontală este P || pm. Ca veri- 


ficare, proiecția verticală Wm’ a frontalei care trece prin (nor) trebuie să 
fie paralelă cu P’. 


~ 


Fig. 324 


b) Plan tangent paralel cu un plan dat. Fie sfera (%, &’) şi planul [PP] 
(fig. 324). Punctul de contact al planului tangent la sferă, paralel cu [PP] 
este intersecția cu sfera, a razei perpendiculare pe acest plan. 

Deci din (o, w’) se duc: œ b | P ṣi ob' | P';intersecţiarazei (wb, œb’) 
cu sfera se obține rabătind planul proiectant al razei față de planul 77 pe 
planul de nivel care trece prin centrul sferei. Această rabatare se cons 
cu ajutorul unui punct (aa') situat pe (ob, œb’). Cercul mare, du 
planul proiectant secţionează slera, se rabato pe planul de nivel după cercul 
de contur aparent orizontal, a cărui intersecţie cu oa, este rabaterea bi 
a punctului căutat, Apoi s0 ridică rabaterea acestui punot în (bb'), 

Planul tangent trece prin (bb') și o porpendicular pe raza corespunzătoare. 
Acest plan se construieşte cu ajutorul orizontalei (bv, b'o’), Problema admite 
două soluții, deoarece dreapta po cara o situată raza intersectează sfera în 
două punete, 


truieşte 
pă care 
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c) Plan tangent la storă, care trece printr-o dreaptă dată (fig, 325). Pla- 
nul tangent la sferă căutat treco prin dreaptă și o tangent unui con circum- 
scris sferei, al cărui virf esto situat po dreapta dată. 


Fie (ù, w’) centrul sferei şi (dd') dreapta; so ia ca virf al conului punc- ! 


tul (aa') de intersecţie a dreptei cu planul de nivel care trece prin centrul sferei. 
Curba de contact dintre con gi sferă 
este un cerc al cărui plan este per- 
pendicular pe raza orizontală (wa, 
w'a’). Dacă am şi an sint tangente 
duse din a la conturul aparent ori- 
zontal al. sferei, dreapta mn este 
proiecția orizontală a cercului de 
contact; această proiecţie coincide 
cu urma orizontală a planului ce 
proiectează acest cerc pe planul H. 
Punctul de intersecţie dintre 
dreapta (dd”) şi planul bazei conu- 
lui este proiectat în (e, e”). Planele 
tangente sint determinate de dreap- 
ta (dd!) şi tangentele duse din e la 
baza conului. Pentru a afla aceste 
tangente se rabate planul bazei pe 
planul de nivel care trece prin cen- 
trul sferei. Rabaterea bazei conului 
este cercul descris pe mn ca dia- 
metru. Rabaterea punctului (s, =) 
este e, obţinut ducind ee, = z's” 
perpendicular pe mn. Din s, se 
duc tangentele cp şi £f, la ra- 
baterea cercului de bază al conului. 
Fig. 325 Ridicind rabaterea, se obţin punc- 

tele (pp') şi (qq'), care sînt punctele 

de contact ale planelor tangente căutate. Planele tangente sint determinate de 
aceste puncte şi de dreapta dată. S-au obținut două 'soluţii; pentru ca 
problema să fie posibilă trebuie şi este suficient ca e, să fie exterior cer- 


cului mn. 


lieaţie 

SP e într-un tetraedru (fig. 326). Fie tetraedrul (sabe, s'b'a'c’) cu baza ABC 
într-un plan de nivel, iar faţa SBC într-un plan perpendicular pe lanul F. 

Planele feţelor tetraedrului sînt tangente sferei înscrise. Centrul ei este punctul de 
intersecţie al planelor bisectoaro ale diedrelor formate de planele tețelor laterale cu planul 
bazei. Acest punct este echidistant de cela patru feţe. 

Pentru a determina unghiurile plane ale diedrelor formate de fețele laterale cu baza, 
se duc prin înălțimea (ss) a tetraodrului, plane: perpendiculare pe muchiile lor. Urmele 
acestor plane sint sk1be, smlba și snlac, Adevăratole mărimi alo unghiurilor plane 
corespunzătoare unghiurilor diedre so obțin rotind planele lor în jurul înălțimii (ss), pînă 


ce devin de front; astfel, proiecţiile lor verticale sînt: s'nţă”, smia’ şi s'b'a”, Bisectoarele 


z AANA y iunilor s'ntb’ şi s'm’a' printesa rotație 
Jor sint WI, mg mi, și ni ng, Readucind planelo unghiurilor s'n{ò 9 „a P 


EKF dili li TENERNE] 2 ata) 
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ş inversă în poziţia iniţială se obțin. 
punctele m, şi ng care sînt ur- 
mele orizontale ale bisectoarelor 
mim, şi nini după ce au fost 
rotite. Triunghiul pgr, care a fost 
obţinut, ducind în ma, n, Şi h per- 
pendiculare pe sm, sn şi sk, este 
secțiunea prin planul orizontal a 
piramidei ce are ca vîrf centrul 
sferei înscrise şi pentru care tri- 

$ unghiul abc este o secțiune făcută 
D cu un plan de nivel. Triunghiurile 
abc şi pqr sint omotetice, iar punctul 

SS N de concurență w al dreptelor ce 

EN unesc două vîrfuri omoloage este 
Bi proiecția orizontală a centrului 
sferei. Proiecţia verticală œw se gă- 


ZE, 
seşte pe bisectoarea unghiului sb'a“, 
iar conturul aparent vertical al sferei 
înscrise este tangent la sb’ şi ab. 


3. Secţiune plană 


a) Secţiune cu un plan 
proiectant (fig. 327). Fie [PP] 
_ planul secant perpendicular pe 
planul V. Proiecţia verticală 
a cercului de secţiune este z'0”, 
situat pe urma P’, a planului 

Fig. 326 ; secant. 

l Proiecția orizontală vu este 
un ax alelipsei după care se proiectează cercul de secţiune. Diametrul perpen- 
dicular pe (vu, v'u'), proiectat vertical în p’ = q’, are ca proiecţie orizontală pg, 
a cărui lungime este determinată de intersecţia cercului (en), de secțiune 
al sferei, cu planul de nivel care trece prin (pg, p'q'). Ca verificare, pg=u'v', 
deoarece sint diametrii aceluiaşi cerc. Punctele y şi yı, situate pe conturul 
aparent orizontal, se obţin secţionind sfera şi planul [PP'], cu planul de 
nivel NV’ care trece prin centrul sferei. 

b) Secţiune în sferă cu un plan oarecare. Fie sfera (àa) şi planul 
secant [55]; (fig. 328). 

Se pot construi elipsele după care se proiectează cercul de secțiune prin 
puncte, secționind sfera și planul secant prin plane auxiliare de nivel sau 
de front. Punctele de intersecţie dintre cercurile determinate în sferă de 
planele auxiliare, cu dreptele de intersecţie ale acestora cu planul secant, 
sint punctele curbei de secțiune, 

Pentru a obține o epură mai clară se determină eclipsele după care se 
proiectează cercul de secțiune, prin axele lor, 
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Pentru aceasta so determină punctele a și b, in care elipsa proiecție 
orizontală a ceroului de secțiune o tangentă cercului de contur aparent 
orizontal, secţionind sfera și planul secant [SS] prin planul de nivel A” care 
trece prin centrul sferei. Se consideră apoi planul vertical [PP'] care trece prin 
centrul sferei, perpendicular (P L $) pe planul secant; acesta este plan de 
simetrie pentru sferă, iar dreapta sa de intersecţie cu planul secant este o 
axă de simetrie a curbei de secţiune. Proiecţia orizontală a diametrului cer- 
cului de secțiune, situat pe dreapta de intersecție dintre aceste plane, 
este aza mică a elipsei. Pentru a afla lungimea axei mici se rabate planul [ 22] 
pe planul de nivel al ecuatorului. Habaterea cercului mare după 
care planul P secţionează sfera coincide cu cercul de contur aparent ori- 
zontal. Punctul (i, i”) în care orizontala (iv, i'o’) intersectează [PP], fiind 
situat pe axa de rabatere, este propriul său rabătut, iar punctul c, situat 
pe urma orizontală S a planului secant, se rabate în cı. Segmentul cc este 
egal cu cota centrului sferei. 

Deci fe, este rabaterea diametrului cercului de secţiune a cărui proiecţie 
orizontală este axa mică fe a elipsei, axă care se obţine prin ridicarea raba- 
terii. Axa mare rq trece prin mijlocul segmentului ef și este egală în 
Jungime cu fix. 


Fig, 327 Mig 998 
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Pentru a obține elipsa după oare cercul de secţiune se proiectează pe planul 
vertical, se procedează în mod analog. Planul auxiliar este planul de capăt 
care trece prin contul storoi și este porpendicular pe planul secant. 


Se pot obţine axele elipselor după care se proiectează cercul de secţiune, schimbind 
pe rînd planele de proiecţie astfel ca planul secant să devină proiectant. Problema se 
reduce la aceea tratată mai înainte. În epura alăturată (fig. 329) s-au determinat axele 
elipsei după care se proiectează orizontal cercul de secţiune, printr-o schimbare de plan 
vertical. 


4. Imtersecţii 


a) Intersecţia dintre 0 dreaptă cu o sieră. Fie (o, a’) sfera şi 
dreapta A (3, 8’), Pentru a alla punotele de intersecție cu sfora, se roteşte 
dreapta A (3, 3) în jurul axei verticale care trace prin (w, a') — nefigurat în 
epură —, pină ce devine frontală, Seoţiunea ou planul de front care trece prin 
dreapta roţită este cercul de rază o'p' proiectat po planul vertical în adevă- 
rată mărime (fig, 330), 
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Proiecţia verticală a dreptei rotite intersectează acest cero în s’; şi u’ 
care sint proiecţiile verticale ale punctelor de intersecție a dreptei rotita 
cu sfera. Revenind la poziția ini- 
hală a dreptei, se obțin punctele 
de intersecție (uu’) și (ss). 


Fig. 330 Fig. 331 


Se pot găsi punctele de intersecţie dintre o dreaptă şi o steră făcind o schimbare 
pe plan, astfel încît dreapta să devină paralelă cu unul din planele de proiecție. 

Astfel (fig. 231), pentru a găsi punctele în care dreapta (dd) intersectează 
sfera (w, œ), s-a făcut o schimbare de plan vertical (X, ||a). Planul paralel cu noul 


plan vertical taie sfera după cercul (6%”), co oste intorsectat de d” în p” şi q^, care 
sint proiecţiile pe planul Vi alo punctelor căutate. 

b) Intersecţia unei sfere cu un Corp geometrie, Punctele curbei de inter 
secţie a unei sfere cu un corp geometric sint intersecțiile dintre curbele plane 
rezultate prin secţionarea cu un același plan al sistemului celor două corpuri 


Pentru ca aceste cu 
construit — , planele secan 


rbe plane să fie cercuri şi drepte — care sint uşor de 
to trebuie să fie paralele ou unul din planele de 
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Proicoţia verticală a dreptei rotite intersectează acest cere în s% şi u, 
care sint proivoțile verticale ale punctelor de intersecţie a dreptei rotite 
cu sfera, Revenind la poziţia ini- 
aui a dreptei, se obțin punctele 
de intersecție (uw) şi (ss). 


să 


Fig. 330 Fig. 331 


Se pot găsi punctele de intersecţie dintre o dreaptă şi o steră făcînd o schimbare 

plan, astfel încît dreapta să devină paralelă cu unul din planele de proiecţie. 

Astfel (fig. 331), pentru a găsi punctele în care dreapta (da') intersectează 
sfera (o, o), s-a făcut o schimbare de plan vertical (X, || &). Planul paralel cu noul 
plan vertical taie sfera după cercul (0%%*), ce esto intersectat do d” în p” şi q”, care 
sint proiecţiile pe planul V, ale punctelor căutate. 

b) Intersecţia unei sfere cu un corp geometric, Punctele curbei de inter: 
secţie a unei sfere cu un corp geometric sint intersecțiile dintre curbele plane 
rezultate prin secţionarea cu un acelaşi plan al sistemului celor două corpuri: 
Pentru ca aceste curbe plane să fie cercuri şi drepte — care sint uşor de 
construit — , planele secante trebuie să lie paralele cu unul din planele de 
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proiecţie. Dacă poziţia în care sint date corpurile nu este favorabila acestui 
procedeu, se transformă epura dată prin schimbarea planelor de proiecție. 


c) Intersecţia dintro o sferă și un cilindru. Fie cilindrul circular drept cu 
baza cercul (c, c’) în planul orizontal și sfera (ww). Curba de intersecţie se 


proiectează pe planul orizontal după cercul de bază c al cilindrului, deoarece 
generatoarele sale sint verticale 
(fig. 332). Planele auxiliare sint plane 
de front care secționează sfera după 
cercuri projectate pe planul vertical 
în adevărată mărime, concentric cer- 
cului de contur aparent. Cilindrul este 
secţionat după cite două generatoare. 

Astfel, planul Fo secţionează sfera 
după cercul de contur aparent vertical, 
iar cilindrul după generatoarele ao și bo- 

Proiecţiile verticale ale acestor gene- 
ratoare intersectează conturul aparent 
vertical al sferei în punctele: v, va 
şi 07,01. 

Planul F} care trece prin centrul c 
al cercului de bază al cilindrului sec- 
ţionează acest cilindru după genera- 
toarele de contur aparent vertical a, 
bı, iar sfera după cercul de rază œ T. 
Din intersecţia lor rezultă punctele : 
a, x Şi w, ua situate pe conturul 
aparent al cilindrului. 

Planele F, Fa... Fẹ dau celelalte 
puncte ale curbei de intersecţie, care 
rezultă din intersecțiile generatoarelor 
cu cercurile ce le corespund. ÎIntersec- 
ţia este o pătrundere şi curba obţi- 
nută este discontinuă. ; 


Aplicație. Metoda determinării punctelor curbei de intersecție dintre sferă şi un 
cilindru, arătată mai înainte, este practică. Astfel, epura alăturată (fig. 332, a) reprezintă 
o piesă de mașină în care intervine intersecţia unei emisfere cu un cilindru limitat la curba 
sa de intersecţie cu emisfera și la secţiunea circulară făcută cu planul de capăt, a cărui 
urmă. verticală este q'f’. Planul vertical al epurei este paralel cu axa cilindrului. Secţio- 
nînd sistemul format de aceste corpuri prin planele de front F, F... se obţin în cilindru 

eneratoare, iar în sferă cercuri proiectate vertical, concentric cu cercul de contur al sferei 
N tersec iile h’, b’, a, gr... dintre generatoarele şi cercurile astfel obținute sînt punctele 
curbei de intersecție dintre cele două corpuri. 


d) Intersecţia dintre un con și o sferă cu centrul situat pe ax i 
(fig, 333), Pie conul circular drept cu baza cercul de rază aa R RAN 
i sfera (w, œ) cu centrul pe axa conului. Curba de intersecție a acestor Na 
prafețe se desface în două curbe plane, care sint cercurile de rază or şie 

conţinute în două plane perpendiculare pe axa conului, a 


Fig, 333 
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e) Intersecţia dintre o sferă și un tetraodru (fig. 334). Intersecţia dintre 
un poliedru și o sferă se compune dintr-un număr de arce de cerc rezultate 
din seoţionarea sferei cu planele fețelor poliedrului. Dacă două cercuri si- 
tuate pe două fețe ale poliedrului se intersectează, punctele lor de intersec- 


PT 77 d 
Ai ZZ r 


Fig. 334 


ție se găsesc pe muchia lor comună. Proiecțiile curbei de intersecţie se com- 
pun din arce de elipsă. 

Fie tetraedrul (SABC, S'A'B'C') cu baza în planul H şi sfera (a, œ’) 
Pentru a construi curba de intersecție, se seoţionează cele două corpuri "prin 
plancele de nivel My, Ma.. Hg, care dau în totraedru triunghiuri asemenea 
cu baza, iar în sferă cercuri concentrice cu cercul de contur aparent orizontal. 

Intersecţia cercurilor cu laturile triunghiurilor, rezultate din secționarea 
cu un același plan de nivel, dau punotele curbei de intersecţie. Astiel, pla- 
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nul Æg secționează tetraedrul după triunghiul proiectat orizontal în a, « da 
iar sfera după cercul de rază (w-—8). Din intersecţia acestui did 
laturile triunghiului, se obţin următoarele puncte: pe planul feţei SBC 
punctele b și ¢, pe planul feței SAB, punctele b, şi c,, iar pe fața SCA nici 
un punct. 7 S 
„Punctele intersecţiei care sint pe conturul aparent orizontal sint date de 
intersecția triunghiului determinat în tetraedru de planul Hé ce trece prin 
centrul sferei, cu cercul de contur aparent. Punctele sînt f gi fı, situate pe 
planele feţelor SBC şi SBA, iar punctele u și s sint situate pe planul fe- 
ței CSA. Proiecţiile orizontale ale cercurilor de secţiune situate pe feţele 
SBC şi SAB se întretaie în k și a, care sint proiecţiile orizontale ale punc- 
telor unde muchia SB intersectează sfera. 

Tangenta într-un punct al curbei de secţiune este dreapta de intersecţie 
dintre planul tangent la sferă în punctul ales şi planul feței tetraedrului 
care conţine acel punct. 


î) Intersecţia a două sfere (fig. 335) este un cerc situat în planul lor radical. 
Dacă planul radical are o poziţie oarecare în raport cu reperul (HV), cercul 
de intersecţie dintre cele două sfere se proiectează pe ambele plane de proiec- 
ție după elipse. 

Fie sferele secante (w, o) şi (w1, 04). Pentru a construi proiecţiile cercului 
lor de intersecţie, se secționează sferele date cu plane de nivel. 

Astfel, planul N” secţionează sfera (œ, e”) după cercul de rază œ a, iar 
în sfera (œ, 1) după cercul de rază cb, care se întretaie în punctele 7 și 2 
ridicate în proiecţie verticală în 7! şi 2. Cu ajutorul planelor de nivel, 

1, Ni şi N4 se obţin, prin intersecţia cercurilor determinate de ele, alte 
puncte ale curbei de intersecţie. 


Aplicaţie. Intersecţia unei sfere cu un 
poliedru este o problemă des întilnită atit 
în practica construcţiilor de clădiri cît şi în 
construcţiile de maşini. În cele ce urmează 
se dau citeva exemple. 

1) Bolta Boemeză. În unele construcţii 
arhitectonice se întilneşte o boltă care are 
ca intrados un patrulater sferic. Bolta rezultă 
din intersecţia unei prisme dreptunghiulare 
drepte cu o emisferă (fig. 336). 

Înălţimea cupolei este înălţimea calotei 
sferice ce se obţine secţionînd sfera cu planul 
de naștere al boltei. Fie astfel emisfera 
(or, w'r’) și prisma dreptunghiulară dreaptă, 
u baza abcd în planul H. Planul de naștere 
al boltei este planul de nivel W’, care sec- 
ționează sfera după cercul circumscris drept- 
unghiului abed, Centrul œ al emisferei coin- 
cide cu punctul de intersecţie al diagonalelor 
pazei prismei, 

Emisfera esto secţionată de planelo feţelor 
prismei după arce do corc, care sint proiec- 
tate pe planul vertical după arce de elipsă, 
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Punctele p’ și q’ ale acestor arce, care so găsesc pe conturul aparent vertical al emi- 
sferei, rezultă din secționarea celor două corpuri prin planul de front ce trece prin o. 

2) Piulita cu teșitură sferică rezultă din intersecţia unei prisme hexagonale regulate 
dreaptă, cu o emisferă (fig, 337). Secţiunile făcute în emisferă prin planele fețelor prismei 
sînt arce de cercuri care se proiectează după arce de elipsă. Planul feței be, care prin 
intersecţia cu planele cd şi ab dă naştere la muchiile piuliţei ce se proiectează vertical 
după 5%, și c'o’, este plan de front; iar arcul cuprins între 
bf şi c/ este un arc de cerc cu centrul în w’, 

Celelalte două sînt arce de elipsă, Calota sferică rămasă 
este secţionată cu planul de nivel care dă ca proiecţie 
orizontală cercul (figurat în epură) înscris în hexago- 
nul abcdef. 

3) Secţiune circulară într-un con cu baza o elipsă (fig. 338). 
Fie conul cu axa de front a cărei curbă directoare este 
elipsa (ab), în planul orizontal. Dacă din punctele de 'con- 
tact m şi m, ale generatoarelor de contur aparent orizontal 
se duc normalele mi şi m,i la elipsă, punctul lor de inter- 
secţie i este proiecția orizontală a centrului unei sfere cu 
raza mi, tangentă conului în punctele m și 7. Dacă 
această sferă reîntilnește conul, curba de intersecţie se 
desface în două curbe plane, conţinute în două plane 
perpendiculare pe axa conului care este paralelă cu pla- 
nul vertical. 


Fig. 338 
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În proiecția verticală : cercul de contur aparent al sferei şi generatoarele de contur 
aparent ale conului au drept corzi comune n'ni 9i p'P4. Aceste drepte sînt urmele verticale 
ale planelor care dau secţiuni circulare în con, deoarece atit p'pi ctt gi mn! sint proiecţiile 
verticale a două curbe plane situato pe sferă. Aceste urme se întretaie în m’, care este 
proiecția verticală a punctelor m gi mı; deci punctele: (m, mı, m’) sînt punctele duble 
reale ale curbei de intersecție dintre con şi sferă. 


4) Secţiune plană într-un con eliptic, a cărui. proiecţie pe planul bazei este un cere. 
Se consideră (aceeaşi opură) cilindrul vertical circumscris sferei (i). Acest cilindru se 
$ ȘI C] i 
proiectează pe planul A după cercul gun, care e ecuatorul sferei, 


Cum cilindrul şi conul sînt circumscrise aceleiași sfere, curba lor de intersecție se 
desface în două curbe plane (teorema Monge, cap. VII, 14,c). 


În punctele duble (mm”) și (mm”) , cele două suprafeţe admit aceleași plane tan- 
gente. Curbele plane după care se întretaie aceste suprafeţe sînt cuprinse în planele 


ale căror urme verticale sînt v'o4 și w/w4. Cum planele sînt proiectante faţă de planul Y, 
cunoașterea urmelor lor verticale este suficientă. Ele sînt planele ce secţionează conul 
după curbe ale căror proiecţii orizontale sint reprezentate prin cercul gh. 


5. Desfășurarea sferei 


Sfera este o suprafață nedesfășurabilă. Pentru a obţine o desfășurare 
aproximativă a unei sfere pe un plan, se secţionează cu un număr con- 
venabil de plane care trec prin același diametru, ale căror unghiuri diedre 
sint égale între ele. Fie Xa,oaz, unghiul plan corespunzător diedrului a două 
plane diametrale; suprafața cuprinsă între aceste plane este un fus sferic, 
a cărui proiecţie orizontală este triunghiul mixtiliniu wbab,. 

Pentru a obţine desfășurarea aproximativă a fusului sferic se secţionează 
sfera cu plane -de nivel, astfel încît arcele determinate pe cercul meridian 
să fie egale între ele: 

PIP = NDLR a = 49. 

= 

Lungimea arcului bab, se consideră 
ca fiind egală cu media aritmetică dintre 
coarda ce subîntinde arcul fb şi porțiunea 
Ti din tangenta în a, cuprinsă între 
razele wb şi ob. 

Dacă 55' este rectificarea unui semi- 
cere mare, atunci pe mijlocul său A 
se duc segmentele AAs BB... etc., egale 
cu lungimile arcurilor de cercuri mici 
corespunzătoare secţiunilor făcute în sferă 
cu planele de nivel N; Extremităţile 
acestor segmente se uneso cu ajutorul 
Fig, 339 florarului. Sfera fiind o suprafață nedes- 
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tăşurabilă, oricare ar fi metoda folosită se obține in toate cazurile numai 
o desfăşurare aproximativă, iar în cazul de față eroarea ce se comite este 
invers proporțională cu numărul fuselor sferice în care se imparte suprafața. 


Exerciţii 


1) Să se construiască contururile aparente ale unei sfere, dacă se cunosc: proiecţiile 
unui punct ce aparţine conturului aparent orizontal, planul tangent la sferă într-un punct 
şi proiecția orizontală a acestui punct. K 

2 Să se construiască contururile aparente ale unei sfere tangentă la două plane 
para ela, a căror distanţă este cunoscută şi al cărui punct de tangenţă cu unul din plane 
este dat. 

Să se afle punctul în care sfera este tangentă celui de-al doilea plan. 

3) Să se construiască sfera care trece prin două puncte date și e tangentă planului 
orizontal. 

4) Să se construiască secţiunea făcută într-o sferă cu un plan determinat prin două 
drepte concurente, fără a se trasa urmele planului secant. 

3) Se dă un con cu baza un cerc cu raza de 3 cm, cu centrul (3,5,0) şi cu 
virful (ss’): (17, 5, 11). | 

Să se găsească intersecţia acestui con cu o sferă cu centrul (007) pe generatoarea de 
contur aparent vertical dreapta, la 2/3 de la vîrf. Sfera este tangentă unui plan secant 
care dă o secţiune în con circulară antiparalelă și trece prin urma orizontală a genera- 
toarei de contur aparent din dreapta. 

a) Să se construiască tangenta într-un punct curent al secțiunii. 

b) Să se separe solidul comun. 

c) Să se desfășoare suprafaţa conului cuprinsă între bază şi planul de secţiune cir- 
culară antiparalelă tangent sferei. 

d) Să se construiască tangenta într-un punct la destăşurata curbei de secţiune dintre 
con şi plan (datele sînt în cm). 

(Examen final, Facultatea de electro-mecanică, Politehnica Iaşi, iulie 1946.) 

6) Se dă o sferă şi un punct exterior. Să se afle conul circumscris sferei, al cărui 
viri este punctul exterior, şi să se determine planul care trece prin două puncte ale 
suprafeţei conului şi îl secționează după o parabolă. 


CAPITOLUL IX 


SUPRAFEȚE DE ROTAȚIE 


1. Definiţii și proprietăţi 


a) Reprezentare 

Se numește suprafață de rotaţie sau de revoluţie suprafața născută de 
o curbă (T) plană sau strimbă, care se roteşte în jurul unei axe zz’, de care 
este invariabil legată. Un punct oarecare M al acestei curbe descrie un cerc 
al cărui centru œ este pe axă şi a cărui rază este distanța Mo de la punct 
la axă. Acest cerc poartă denumirea de paralel al suprafeţei (fig. 340); pla- 
nul unui paralel este perpendicular pe axă. i 

Orice secţiune cu un plan ce trece prin axă este un meridian al supra- 
feţei. Axa este axă de simetrie pentru meridiane. Meridianele şi paralelele 
formează un sistem de curbe ortogonale ale suprafeţei Se numeşte meridian 
principal acela care e determinat de planul de front ce trece prin axă. 
Paralelul de rază maximă se numeşte ecuator. 

În general, o suprafață de rotaţie se dă prin 
zi axă și meridianul său principal. 

Toate planele tangente la suprafaţă în lungul unui 
aceluiaşi paralel înfășoară un con de revoluţie co- 
axial cu suprafaţa, iar planele tangente în lungul 
ecuatorului înfășoară un cilindru coaxial de re- 
voluţie. Normala într-un punct M al meridianului 
este normala la suprafață. Conul cu vîrful în N, 
punctul de intersecţie dintre normala în M la (T) 
şi axa suprafeţei, avind ca directoare paralelul 
MM, se numeşte con normal. O sferă cu centrul în N 
şi cu raza MN este tangentă la suprafață în tot 
lungul paralelului MM, (fig. 340). 


Teoremă : Planul tangent într-un punct al supra- 
Z feței de rotație este perpendicular pe planul meridian 
Fig. 340 care trece prin punctul de contact. 
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Planul tangent în M este dotorminat de tangentele MV la meridian și 
MP la paralelul corespunzător. Însă MPI MW, iar MV MP, după teo- 
rema celor trei perpendiculare. Dar MV și MW fiind conţinute în planul 
meridianului, planul tangent este porpendicular pe acest plan, 


Fig. 341 Fig. 342 


Planele tangente în lungul meridianului principal înfăşoară un cilindru; 
ele sînt perpendiculare pe planul vertical. Secţiunea cu planul vertical a 
acestui cilindru este conturul aparent vertical al suprafeţei. Conturul aparent 
orizontal se obţine dacă se pot duce la meridianul principal tangente ver- 
ticale. Dacă suprafaţa admite numai un număr oarecare de tangente verticale, 
conturul aparent orizontal e un sistem de cercuri concentrice. 

Dacă meridianul nu admite tangente verticale, atunci suprafaţa nu admite 
contur 'aparent orizontal. 

b) Punct pe suprafaţă (fig. 341). Fie suprafaţa de rotaţie definită de axa 
verticală (zz') şi curba generatoare I (y, y’), iar a este proiecția orizontală 
a unui punct al suprafeței. Pentru a găsi proiecția verticală a acestui punct 
se consideră paralelul corespunzător, care se proiectează orizontal după 
cercul de rază wa. : ; 

Acest cerc intersectează y în b, și ba, care ridicate în ò? şi 8 
dau proiecţiile verticale ale cercurilor paralele bi aţ şi b a$. Deoarece cercul 
ab, ba este proiecția orizontală a două cercuri paralele, punctului a îi corespund 
proiecţiile verticale aí și az, situate pe o aceeași proiectantă față de planul H. 

Dacă este dată proiecția verticală p' a unui punct, se obţin de asemenea 
două puncte p și p, ca proiecţii orizontale ce corespund lui P’, deoarece 
corba a ii Apare copeid Sia) eote (49 cula al doilea. 

c) Determinarea meridianei principale, © se cunose proie i 
generatoare, Fie suprafața de rotaţie dată prin proiecţiile T ră Spa She 
generatoare (T) cu axa verticală (w, w’, z’) (fig. 342). 

Pentru a construi meridiana principală se consideră un 
(pp')6 (7%); acest punot descrie un paralel, a căr 


Lă 


pey 


i punct oarecare 
W proiecție verticală 
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este m, iar ooa orizontală, coroul cu raza op. Punctele p; și pg, care sint 
proiecţiile orizontale alo intoraooțioi oorcului dosoris de (pp') cu planul de 
cont ca treco prin axă, sint proiooțiilo orizontale a două puncte ale meri- 
dianei principale, alo căror proiooţii verticale sint p^, și p'y 
În acelaşi mod so obțin cololalte puncto ale meridianei principale. 


3. Plan tangent într-un punot situat po o suprafaţă do rotaţie (fig. 343). 


Fie suprafața do rotaţie dată prin curba meridiană T (y, y’) cu axa ver- 
toal Z la, a's’), iar (00) un punot al suprafeței. Planul tangent în (qg) 
este detorminat do tangontolo la moridianul şi la paralelul care trec prin 
punot., Tangenta la paralolul co troco prin (qq) este orizontala (go, g'o’) 
cu ge Lag Pentru a obţine proiecţiile tangentei duse la curba meridiană 
în (gg'), se construieşte tangenta la meridiana principală în punctul (pp'), 
oare se găseşte pe paralelul punctului dat. Proiecţiile acestei tangente sint 
(ip, pi Punctul (čt) fiind virful conului tangentelor, ce are ca directoare 
paralelul punctului dat, proiecţiile tangentei în (qg) la curba meridiană 
sint (ùg, 119”). Planul tangent [PP'] este determinat de: (qv, g'o’) şi (iq, iq). 


3. Secţiune plană 


Se consideră suprafața de rotație (©) dată prin axa verticală (o, oz’) 
şi curba meridiană I (y,y'), seoţionată cu planul oarecare [PP], (fig. 344) 
Pentru a construi un punot curent al curbei de secţiune se folosesc plane 
perpendiculare pe axă, care secţionează suprafaţa după unul sau mai multe 

aralele. Astfel, planul de nivel r’ 
intersectează panal seoant [PP] 
după orizontala (pp, p'o’), iar su- 
prafața după paralelul a cărui pro- 
iecție orizontală este cercul de 


Fig. 343 Fig. 344 
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vază om. Punotelo do intersooţio p gi g dintro acost cerc și orizontala (p, P'v”) 
sint două punoto alo curbei do secţiune. În acest mod se obțin punctele 
curbei de scoţiune, 


Observare, Dao so sooționoază planul [PP] și suprafața (Z) cu planul [QQ] ce trece 
prin axa de rotaţie şi osto porpendicular po [ PP”), dreapta de intersecţie (rB, rB’) dintre 
acosto plano osto axă do simetrie ortogonali pentru proiecția orizontală a curbei de 
secțiune, dooaroco punotolo p și g sint ogal depărtate de fr. Proiocţia sa verticală p'r 
este axă do simetrio oblică pentru proiecția verticală a secţiunii. 


Aplicaţie 


Fie capul de coloană generat do curba T (yy), caro se rotește în jurul axei verti- 
calo (w , 0/3), Suprafaţa obţinută osto scoționată cu planul vertical $, Pentru a construi 
curba de secțiune, se intersootează suprafața şi planul secant cu planele de nivel 77, 2, 
3 şi L’ (fig, 345). 

Seoţiunile obţinute în capul de coloană prin aceste pace sînt cercuri proiectate 
pe planul orizontal în adovărată mărime, avind ca raze : Ze, 2%, 3w... etc., care sînt inter- 
sectate de urma orizontală S a planului secant în punctele: a, b, c, d, e, by Cp d Şi e. 
Acestea sînt proiecţiile orizontale ale punctelor curbei de secţiune, care se ridică prin 
linii de ordine pe urmele verticale ale planelor de nivel 7’, 2’, ... în a’, b’, c%,... ete. 

Punctele e şi e, sînt situate pe lanul orizontal, iar (aa’) este punctul care are cota 
cea mai mare şi corespunde paralelului (wa), tangent planului S. 

Proiecția orizontală a curbei de secțiune se aşterne pe urma S, a planului. Se observă 
că a'ax este axă de simotrie pentru proiecția verticală a curbei. 
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4. Destăşurarea unei supratețe oarecare de rotaţie (fig, 345, a). 


Fie suprafața de rotaţie cu axa verticală (0,0'2'), a cărei meridiană 
este curba (y, y’) cuprinsă în planul de front ce trece prin axă. Se ob- 
ține o desfăşurare aproximativă a acestei suprafeţe, impărţind-o în fusuri 
prin plane ce trec prin axă, ale căror unghiuri diedre sint egale între ele. 
Folosindu-se metoda întrebuințată la desfăşurarea sferei, se găsesc punc- 
tele: B,B,, CC, ete. ale fusului de suprafață desfăşurat, 


5. Intersecţia unei drepte cu o suprafaţă de rotaţie (fig. 346). 


Fie suprafața reprezentată prin meridiana principală T(y,y) cu 
axa (œ, œz’) perpendiculară pe [H]. 

Pentru a găsi punctele unde dreapta D (d,d') intersectează suprafaţa, 
se duce prin dreaptă un plan proiectant faţă de [H]. Punctele de intersecţie 
dintre dreaptă şi secţiunea făcută cu acest plan sînt punctele căutate. Cum 
pentru determinarea acestor puncte nu este nevoie să se construiască întreaga 
secţiune, se vor căuta numai porțiunile de curbă ce întretaie dreapta. Punc- 
tele curbei de secţiune se obţin ca intersecții dintre orizontalele planului 
proiectant cu cercurile determinate în suprafaţa de rotaţie de un același 
plan de nivel. Astfel, planul V’ a secţionat suprafaţa după cercul de rază wa, 


care a intersectat proiecția orizontală d a dreptei în a, a cărui proiecţie 
verticală a4 are cotă superioară punctului de pe dreaptă corespunzător ace- 
leiași linii de ordine. Planul N; secţionează suprafaţa după paralelul a cărui 
proiecţie orizontală este cercul de rază œb, care este intersectat de proiecția 
orizontală d, a dreptei în punctul b, a cărui proiecţie verticală d; are 
cota mai mică decît punctul de pe | 
dreaptă situat pe aceeași linie de or- 
dine. Deci, punctul (gq') în care dreapta 
intersectează suprafaţa se găseşte între 
a! şi b’. În chip analog se construieşte 
cel de-al doilea punct (pp'). 
Este evident că poziţia punctelor de 
intersecţie dintre dreaptă şi suprafață 
este aproximativă. 


6. Intersecţia a două suprafețe 
de rotaţie cu axe concurente 


Fie suprafeţele de rotaţie definite 
de axele concurente (Y, F’) şi (2, Z'h 
cuprinse în acelaşi plan de front (cu 
Y==Z), şi meridianele principale € (ac) 
Fig. 346 și T (y, y’); (g. 347). 
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Proiecţiile orizontale ale axelor şi alo meridianelor proye (C) şi (I) 
sint aşternute pe urma orizontală zy a planului de front ce le con- 
ține (y = ¢ = zy). 

Pentru a găsi punctele curbei căutate, se intersectează cele două suprafețe 
cu sfere ce au centrul în pa de intersecție (w, o) al axelor, Inter- 


secțiile acestor sfere coaxiale cu suprafețele date sint cercuri. Astfel, una 
din sfere intersectează su- 


pralaţa de axă Z, după 
cercul proiectat vertical 
în (a), iar suprafaţa 
de axă Y, după cercul 
proiectat în (8 64). Aces- 
te cercuri sint două pa- 
ralele ale celor două su- 
prafețe, iar punctele lor 
de concurență sînt punc- 
te ce aparţin curbei de 
intersecție. 

Astfel, punctul p' re- 
prezintă proiecția verti- 
cală a celor două puncte 
de concurenţă dintre pa- 
ralelii : (a/, a4) cu (p’, 64). 
Pentru a găsi proiecţiile 
orizontale ale acestor 
puncte, se  secționează 
sfera cu planul de nivel 
a cărui urmă verticală 
trece prin p'. Proiecţia 
opizontalii ie cercul pa Ei A547 
centrul în œ şi cu dia- 
metrul ab = a'b'. Prin linii de ordine se obţin punctele p și p,, care sint 
proiecţiile orizontale ale punctelor de intersecţie dintre paralelii (a, 4) şi 
(f/, 61). În mod analog se construiesc celelalte puncte ale curbei de intersecție. 

Dacă punctul p' nu este interior cercului de contur aparent vertical al 
sferei, atunci nu aparţine ramurii reale a curbei de intersecţie. Locul acestor 
puncte constituie partea parazită a curbei. 

Pentru a afla tangenta în (pp') la curba de intersecţie, se duc în g’ 
şi p’ normalele la curbele y’ și c', care intersectează axele în r = Z'N a'e' 
și g = Ye. Aceste puncte r’ și q' sint proiecţiile verticale ale virfurilor 
conurilor normalelor la cele două suprafeţe referitoare la paralelii (x'a) 
și (PBI) Deci normalele în (pp') la cele două suprafețe. sint: (pg, p'q) 
și (pr, p'r’), care formează planul normal la curba de intersecţie în punc- 
tul (pp'), iar tangenta este perpendiculară în acest punct pe planul celor două 
normale, Se observă că (qr,q'r') oste o frontală a planului normal, 
iar (ge,q'e) o orizontală, astfel că proiecţiile tangentei sint: p'ro 
y pt Lge, 
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7. Proiccjia curbei do intorsocjio a două suprafofo cilindro-conico de rotație 
cu axolo concuronto 


a) Dacă colo două suprafețe sint oiroumscriso unei aceleiași sfere (6), curba 
de intorsooțio so dosfaco, după tooroma lui Mongo, în două curbe plane, Dacă 
planul de proiooţio esto planul axelor sau un plan paralel cu el, proiecția 
ortogonală a curbei de intorsocțio 
pe acest plan (fig. 348) so compuno d 
din segmentele ef și gh, dooareco 
curbele în care s-a desfăcut curba 
de intersecție sint cuprinse în plane 
de capăt, 


Fig. 348 Fig. 349 


b) Fie conul circular drept cu axul SS * şi cilindrul circular cu axa yy * 
concurent cu SS *, care nu sînt circumscrise unei aceleiași sfere (fig. 349). 

Se consideră planul axelor ca plan de proiecţie. Aplicind metoda pentru 
aflarea punctelor curbei de intersecţie a două suprafețe de rotaţie cu axele 
concurente, se intersectează sistemul format de cele două corpuri cu stere, 
al căror centru este în punctul de concurență w al axelor. Se obține astfel 
o construcţie a curbei de intersecţie dată prin punctele de concurență ale 
cercurilor rezultate din intersecţia celor două suprafeţe cu o aceeaşi sferă, 
A Această construcţie se simplifică esenţial astfel: se construieşte cilindrul 
coaxial cu (yy *) tangent sferei (TT *7,) căreia îi este tangent conul. Din 
intersecția generatoarelor de contur rezultă patrulaterul plan MNPQỌ, ale 
cărui diagonale sint concurente în I = TT,  T*Ti, unde TT, și T'TÌ 
sînt proiecţiile cercurilor de contact cu sfera (777). Dacă se seoționează 
cilind dai conul cu o a doua sferă (o), se obţin punctele: E = RRSNGG, 


și E, = RAR" NGG, 
Dreapta GG, este concurenţă cu MN și PỌ în punotelo F şi Fy Se 
observă că d (55; 77;) = <A (GG, BD) = 0, avind laturile perpendiculare; 


Dacă se proiectează ortogonal X și F, în E * şi Fi po MQ, rezultă: 
Ul" = EF, 0080 și UFi = ER, 0080 
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sau : f 
Ur". Ul = EF. EF, cos? 0. 
p) : i i Ta Y 
Punctul U este exterior cercului (6), iar produsul de mai înainte exprimă 


puterea sa în raport cu (o), care este aceeași, oricare ar fi secanta la (o) 
dusă prin U. 


Deci : 7 
UR’. UR = UF*. UF = EF.EF, cos? 9, 


însă: UR* = p — r şi UR = pọ + r, unde p este raza ci- y 


| 
| 
| 


` TER ; pai d 3 7. 
lindrului circumsoris sferei, iar r, raza cilindrului dat. 7 
Prin urmare se poate scrie: 
c J 
d pă 
APIA 2 ue |, 


cos? 0 


deoarece p, rşi 0 sint constante pentru aceleași suprafețe. 
Deci locul geometric descris de E, care reprezintă proiecția pe planul axelor a 
curbei de intersecţie se bucură de proprietatea că produsul segmentelor determi- 
nate de două drepte fixe (MN şi PQ) pe secanta dusă din E paralel cu o direcţie 
este constant. Aceasta fiind o proprietate care defineşte hiperbola, urmează 
că : proiecția ortogonală a curbei de intersecţie a două suprafeţe cilindro-conice 


de rotație cu axele concurente, pe un plan paralel cu planul azelor, este o 
hiperbolă. 


Observaţie. Dacă suprafețele de 
rotaţie sînt coaxiale, atunci curba 
de intersecţie se descompune într-un 
număr de cercuri paralele, ce co- 
respund punctelor de intersecţie 
dintre cele două curbe generatoare. 
Astfel, suprafeţele de rotaţie cu axa 
comună XX (fig. 349, a) se inter- 
sectează după cercurile ab şi cd, 
ce corespund celor două puncte 
de intersecţie ale curbelor genera- 
toare (y) şi (yı). Planele aces- 
tor cercuri sînt perpendiculare pe A 
axul XX. 

Dacă suprafețele au axele para- 
lele, atunci este preferabil să fie re- 
ferite la un reper a cărui unul din 
plane să fie perpendicular pe axele 
suprafețelor. Pentru a obține punc- 
tele curbei de intersecție se folosesc 
plane perpendiculare pe axe, care 
secționează suprafețele după cercuri 
ale căror puncte de intersecție sînt 
punctele căutate. 


Aplicații 


4). Intersecția dintre un cap de 
coloană, cu un trunchi de con circular 
drept cu azele concurente (fig. 350), 
Pentru a construi curba de intersec- 
ție se va folosi metoda sferelor, Fig. 350 


e 
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Sforelo auxiliare so proiectează pe planul vertical, luat paralel cu planul axelor, după 
Cercuri cu centrul în w’, iar cercurile do intersecție dintre aceste sfere cu cele două 
“i del se proiectează după corzile determinate de intersecţia cercurilor, care sint proiec- 
iile sferelor auxiliare, cu contururilo aparente ale suprafeţelor date, Astfel, sfera cu 
raza l'w’ intersectează coloana după corcul a cărui proiecţie verticală este segmentul Ks’, 
iar trunchiul de con după cercul proiectat, după 1b. 
Punctul b’ aparţine proiecției verticale a curbei de in- 
tersecţie ; el reprezintă proiecția verticală a două puncte 
ale curbei situate pe aceeași proiectantă față de [V]. 

În acelaşi mod se obțin punctele c’, d' gi e’. Punc- 
tele a’ şi f” aparțin de asemenea curbei de intersec- 
ție, deoarece sint comune secțiunilor făcute în aceste 
suprafețe prin planul de front al axelor. Curba se 
proiectează orizontal după abedefescdua. 

2) Intersecţia dintre conducte! cilindrice cu azele 
concurente. Fie corpul format din conductele A, A, 
şi As din figura 351. Se cere să se construiască curba 
de intersecţie dintre conductele A și 4,. Curba de in- 
tersecţie se construieşte folosind sfere cu centrul în 
punctul œ de concurență al axelor. Asimptotele oM 
şi oQ sînt diagonalele patrulaterului MWPQ format 
de generatoarele cuprinse în planul axelor, ale celor 
doi cilindri circumscrişi sferei 7w. Curba de intersecție 
Fig. 351 este ramura de hiperbolă pnmea. 


8. Cuadrice de rotaţie 


Cuadrica de rotaţie este suprafața născută de o' conică ce se rotește în 
jurul uneia din axele sale. Orice secţiune plană a unei cuadrice este o conică. 
Curba de contact a unui con sau a unui cilindru circumscris este o curbă 
plană. 

a) Elipsoidul de rotaţie este suprafața născută de o elipsă care se rotește 
în jurul uneia din axele sale. Dacă rotirea elipsei se face în jurul axei mari, 
elipsoidul se numeşte alungit, iar cînd se roteşte în jurul axei mici, se numește 
turtit. 

Calotele de elipsoizi se întîlnesc în construcția cupolelor. Problemele refe- 
ritoare la punct pe suprafață şi plan tangent se rezolvă aplicind metoda 
generală. 

Secţiuni plane. Secţiunile făcute în elipsoidul de rotaţie prin plane perpen- 
diculare pe axa de rotaţie sînt cercuri, iar dacă planul secant este oarecare, 
secțiunea este o elipsă. 

Pentru a obţine punctele secţiunii se taie suprafaţa și planul secant prin 
plane perpendiculare pe axa de rotaţie. Punctele curbei de secţiune sînt 
punctele de concurenţă ale cercurilor cu dreptele rezultate din secţionarea 
elipsoidului și a planului secant, printr-un acelaşi plan. 

b) Paraboloidul de rotaţie ia naștere prin rotirea unei parabole în jurul 
axei sale. Secţiunile făcute cu un plan sint: cercuri, parabole sau elipse, 
după cum planul secant este perpendicular, paralel sau face cu axul un unghi 
oarecare. Parabolele obţinute ca secţiuni prin plane paralele cu axa de 
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rotaţie sint identice gi superpozabile, iar elipsele obținute ca secțiuni prin 
plane oblico faţă de ax sint asemenea și asemenea aşezate, i 
Construcţia unui punct situat pe suprafaţă ca și construcţia planelor tan 
gento so obține urmind metoda generală. 
Teoromă, Proieeţia unei sceţiuni plane făcută într-un paraboloid de rotaţie pe un plan 
perpendicular pe axă esto un cero, Bzy, A ză 
Fio axa do rotație (w, wz’) verticală și parabola meridiană (7), care se proiectează 
] 


po Ina) orizontal după urma 7 | 0X, a planului de front ce o conţine (fig, 352). 
lanul secant [PP] osto perpendicular pe planul vertical. 


Fig. 352 : Fig. 353 


Secţiunea este elipsa ce se proiectează vertical după segmentul a/b“ aşternut pe urma P’ 
a planului secant, iar, orizontal după cercul (ab). Pentru a arăta că proiecția orizontală 
a secţiunii este un cerc, se consideră cilindrul vertical care are drept curbă directoare 
această elipsă. Acest cilindru se intersectează cu paraboloidul după o curbă ce s-a des- 
compus în elipsa de mai înainte, care e curbă plană și o a doua curbă plană aruncată 
la infinit. Paraboloidul şi cilindrul, fiind secţionaţi după aceeaşi curbă de planul de la infinit, 
sint suprafeţe omotetice şi deci cilindrul este de rotaţie, ca și paraboloidul, iar axele lor 
sint paralele. Baza cilindrului este cercul al cărui diametru este ab. Acest cerc însă este 


tocmai proiecția elipsei, deoarece generatoarele cilindrului considerat sînt. perpendicu- 
lare pe [H]. 


c) Intersecţia dintre o dreaptă și un paraboloid de rotaţie (fig. 353). Fie 
paraboloidul de rotaţie cu axa verticală (ù, œz’), a cărui parabolă meridiană 
este (p, p') şi dreapta D (d, d). Pentru a afla punctele de intersecție dintre 
dreaptă și paraboloid, se secționează paraboloidul cu lanul de capăt [PP] 
ce trece prin dreapta D. Acesta taie suprafața după elipsa (a'b'), proiectată 
orizontal după cercul de diametru (ab). Punctele de intersecţie e şi f dintre 
acest cerc și proiecția d a dreptei, sint proiecţiile orizontale ale punctelor. 
unde dreapta D intersectează suprafața. 
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d) Hiperboloidul de rotaţie este generat de o hiperbolă care se roteşte 
în jurul uneia din axele sale. Prin rotirea hiperbolei în jurul axei transverse 
ia naştere hiperboloidul cu două pinze; iar dacă hiperbola se roteşte în jurul 
axei netransverse, se obține hiperboloidul cu o pinză. În capitolul care urmează 
se va studia numai hiperboloidul cu o pinză, ca suprafaţă riglată, deoarece 
acesta are utilizare în tehnică. 


9. Torul 


a) Definiție. Torul este suprafața generată de un cerc care se rotește în 
jurul unei aze cuprinse în planul său. Axa poate fi exterioară, tangentă sau 
secantă cercului generator. 

Dacă axa este concurentă cu cercul generator, suprafaţa are o pinză inte- 
rioară generată de arcul mic al cercului şi o pinză exterioară generată de 
arcul mare; cele două pînze trec prin punctele de intersecţie AA’ dintre axă 
şi cercul generator, care sint puncte duble ale suprafeţei (fig. 354). Dacă 
axa este tangentă cercului generator, suprafaţa are un singur punct singular, 
care este punctul de tangenţă dintre cerc şi axă; dacă axa este exterioară, 
suprafața nu are puncte singulare. 


Fig. 354 


Punctele cercului generator descriu 
cercuri alele. Dintre acestea, cercul 
descris de punctul a cărui depărtare de 
axă este maximă este cercul ecuator, 
iar cel descris de punctul a cărui 
depărtare faţă de axă este minimă se 
numeşte cerc colier. Cercurile descrise 
de punctele m’ şi m', ale cercului 
generator care corespund diametrului 
său paralel cu axa se numesc cercuri 
limită. 

b) Torul, suprafața inversă a unui cilindru 
sau a unui con de rotație. 1) Fie cilindrul 
circular drept (ab, a'b’), care se transformă 
prin inversiune în raport cu un pol protec- 
iat în i”, situat pe axa sa (a, asa). Supra- 
Fig. 355 fața obţinută este un tor care are un punct 


e a 
e 
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dublu în i’ (fig. 355). Dacă p este puterea 
inversiunii, r raza cilindrului, şi 27 
diametrul cercului în care se transformă 
o generatoare (a, a’) a cilindrului, din 
relația p = e’ ig’ = 2rr, rezultă că: 
raza r, a cercului în care se transformă 
o generatoare este citul dintre puterea 
inversiunii și diametrul cercului, 

Secţiunilor normale în cilindru le- 
corespund secţiuni normale în tor. Sec- 
ţiunii circulare (n7) a cilindrului (en'g' = 
= gi = r) îi corespunde cercul limită 
(m) al torului, 

A Dacă se transformă prin inversiune 
conul (sgıg) în raport cu un pol iE«a*, se 
obține torul cu două pînze (fig. 354), 
care corespund celor două pînze ale 
conului. Astfel, secțiunii circulare (mn) 
a conului (fig. 356) îi corespunde para- 
lelul (n*m*) situat pe pînza exterioară 
a torului, iar paralelului (fe) al conului 
situat pe a doua pînză asa îi corespunde 


paralelul (e*f*) situat pe pînza interioară a torului. 
ţia pe un plan de front care trece prin aa.) 


235 


Fig. 356 


(În epură s-a considerat, numai proiec- 


Dacă ep este puterea inversiunii şi d distanța polului la o generatoare, iar 2r 


Fig. 357 


diametrul cercului în care se 
transformă o generatoare, din 
relaţia p = in: in* = 2rdrezultă 
că : raza cercului în care se trans- 
formă o generatoare a unui con în 
raport cu un pol situat pe ază este 
cîtul dintre puterea incersiun 
și dublul distanţei polului la ge- 
neratoare, 


c) Epură. Fie (o, %7’) 
axa torului perpendiculară 
pe planul H şi (ab, a'b’) 
cercul generator cuprins în 
planul de îront al axei, care 
este planul meridian al su- 
prafeței. Conturul aparent, 
vertical se compune din seg- 
mentele de tangente exte- 
rioare la cele două poziţii 
ale cercului generator, cu- 
prinse în planul meridian, 
şi arcele de cercuri (d'a'e') 
Și (di as ei). Conturul apa- 
rent orizontal este dat de 
cercurile de rază minimă 
(00) şi de rază maximă 
(oa) (fig. 357), 
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Planul de nivel Ng oaro troco prin oontrul ooroului gonorator g' (8'1) intors 
sootează axa in punotul (0,6), oaro osto oontrul suprafopoi, Proioopia ori- 
sontală a acostui punot osto c = w, Acosta osto plan do simotrie, Punctele d! 
Şi e do cotă maximă și minimă dosoriu „doi paraleli ogali intro ei, care 
sint cercurile limită. Planelo în caro so găsoso acoști paraleli sint tangente 
la tor, în toate punctele acestor oorouri. 

Gerourile limită împart torul în două pinzo: una exterioară, generată de 
somiceroul (d'a'e'), şi alta interioară, gonorată do somicorcoul (d'b'e), 

Dacă axa osto vorticală, în proioopio verticală osto vizibilă pinza exte- 
rioară, iar în proiooţio orizontală sint vizibile cite o jumătate din fiecare 
pinză. Coroul descris do contrul corcului generator so numeşte cerc mediu 
şi proiecția sa orizontală so confundă cu proiocpia orizontală a paralelilor 
limită, 7 

Un punot esto situat po supretati dacă proiocpiilo sale se găsesc pe pro- 
iecțiilo omonime alo unui aceluiași paralel sau meridian. 

Fie m’ proiooția verticală a unui punct al suprafeţei. Pentru a afla 
proiecția sa orizontală, se sooționează supralaţa cu planul de nivel W’, a 
cărui cotă este egală cu cota 
punctului dat. Rezultă în 
suprafaţă cercurile de rază (w) 
şi (4), proiectate orizon- 
tal concentric cu cercurile 
de contur aparent. Linia de 
ordine dusă din m’, intersec- 
tează celo două cercuri în 
punctele m, Mi, Ma Și ma: 

Fio n proiecția orizontală a 
unui punct situat pe supra- 
faţă (nefigurat în epură). Cer- 
cul cu raza wn reprezintă 
proiecția a doi paraleli echi- 
distanțaţi de planul de sì- 
metrie Nọ. Deci proiecției ori- 
zontale n îi corespund două 
proiecţii verticale n’ şi ni. 
Aceasta se explică prin faptul 
că în general o dreaptă de ca- 
păt întilneşte torul cu axa 
verticală în patru puncte, care 
pot îi toate reale, iar o dreaptă 
paralelă cu axa îl întilneşte în 
două puncte reale şi două 
imaginare. Deoarece torul este 
intersectat de o dreaptă în 
patru punote, este o suprafață 
de ordinul al patrulea, 

d) Plan tangent. Planul tan- 
Fig. 358 gont într-un punct al supra- 
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feței torului este determinat de tangentele la paralelul și la meridianul ce 
trec prin punct. Pentru punctele situate pe conturul aparent vertical, pla- 
nul tangent este plan de capăt, iar urma sa verticală este tangentă în 
punctul considerat la conturul aparent vertical. 


Fie torul cu axa verticală (w, œz’) şi cercul generator (gg'), iar M (m, m’), 
punctul situat pe suprafața torului în care se cere planul tangent (fig. 358). 
Tangenta în M (mm') la cercul paralel care trece prin punct este dreapta 


(t, t’), cu t Lom și t || OX. Tangenta la cercul generator care trece prin M 
este concurentă cu axa, iar cind cercul generator se rotește în jurul axei, 
ea descrie un con cu virful pe axă. Deci proiecția verticală a tangentei 


în M la cercul generator se obține unind m’ cu punctul în care tangenta 
în m’, intersectează axa (nefigurat în epură). Proiecția ei orizontală este 
perpendiculară în m pe t. 


Dacă acest punct este în afara epurei — este cazul epurei alăturate — se 
consideră normala m'n’ la cercul generator de front (gg). Normala 


în M (mm') este (mn, m'n'). Planul tangent trece prin (t, t’) şi este normal 
în M (mm') la dreapta (mn, m'n’). 


e) Secţiune plană în tor. Secţiunea făcută în-tor cu plane care trec prin 
axă se compune din cercurile generatoare, simetrice în raport cu axa, cuprinse 
în planul considerat; iar secţiunile făcute cu plane perpendiculare pe axă 
se compun din două cercuri paralele, care se proiectează pe planul H — în 
cazul cînd axa este verticală —, după cercuri concentrice cu cercul de contur 
aparent orizontal. 


1) Secţiune în tor cu un plan oarecare (fig. 359). Fie torul cu axa ver- 
ticală (w,%', z’) şi planul secant [PP'] (în epură s-a reprezentat prin urma 
sa orizontală Pk şi frontala (fo, f'o’). 

Pentru a construi curba de secţiune, se secţionează sistemul format de 
tor şi planul [PP'] cu plane de nivel. Aceste plane dau în suprafaţă cercuri 
care se proiectează orizontal după cercuri concentrice cu centrul în œ, iar 
în planul de secţiune, drepte orizontale, ale căror proiecţii pe planul H 
sînt paralele cu Pk. Intersecţia orizontalelor cu cercurile ce se află într-un 
acelaşi plan de nivel sînt punctele curbei de secţiune. 

Astfel, planul de nivel H5 „secţionează torul după doi paraleli, care se 
proiectează orizontal după cercurile de rază (ws) și (4). 

Aceste cercuri sînt intersectate de orizontala rezultată în planul de sec- 
ţiune, în punctele proiectate pe planul H în: as, de, bs şi be, care se ridică 
în proiecţie verticală pe paralelul 3' € H5. 

În același mod se obţin celelalte puncte ale secţiunii. În punctele (a, aż) 
şi (b.b4) ale secţiunii care sint situate pe cercul limită superior, tangentele 
la curba de secţiune sint orizontale; proiecţiile lor orizontale sînt paralele 
cu urma orizontală Pk a planului secant, iar cele verticale sînt confundate 
şi paralele cu OX. Sint de asemenea orizontale tangentele în (p) şi (9). 

Punctele p și g aparţin axei de simetrie ortogonală ku a proiecției ori- 
zontale a curbei de secţiune. Proieoţia verticală k'w’ a acestei drepte este 
axa de simetrie oblică pentru proiecția verticală a curbei, 
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În punctele : a,, d, și a, b, curba este tangentă la conturul aparent 
orizontal. Aceste puncte corespund cercurilor paralele care formează conturul 
aparent orizontal. 


AA 
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Fig. 359 
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2) Secţiune cu un plan bitangent (fig. 360). Fie torul cu axa verticală (w, & 2) 
generat de cercul (ab, a'b’), secţionat de planul bitangent de capăt, a cărui 
urmă verticală S’ este tangentă interioară celor două poziţii de front ale 


2) 
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cercului generator. 

Proiecţia verticală a secţiunii se 
aşterne pe urma verticală S” a pla- 
nului secant. 

Planul secant intersectează para- 
lelii de rază maximă și minimă în 
punctele proiectate orizontal în c, ca; 
Ca şi ca, ale căror proiecţii verticale 
sînt confundate în c’, deoarece, se 
găsesc pe aceeași dreaptă de capăt 
a planului S’. Cercurile limită (e'e.) 
şi (ff!) proiectate orizontal după 
cercul (fe) sînt intersectate de pla- 
nul S în punctele: (m, m), (mm), 
(nn) şi (nan'). Punctele (pp') şi (99°) 
de tangenţă dintre planul S$” şi tor 
sint puncte duble ale curbei. y 

Secțiunea se compune, după teo- 
rema lui Villarceau, din două cercuri 
egale între ele, care se intersectează 
în (pp') ṣi (qq'), avind (pg,p'q') coardă 
comună. Proiecția orizontală a aces- 
tor două cercuri sînt două elipse 
egale, ale căror axe mari sînt cc, şi 
Cca iar mn Şi Man, axele mici; ele 
sînt tangente în c, şi C, la cercul de 
rază minimă, şi în c și c la cercul 
de rază maximă. 


orema lui Villarceau. Secțiunea făcută cu un plan bitan- 


gent într-un tor se compune din două cercuri egale între ele, al căror diametru 


este egal cu diametrul cercurilor limită. 


Pentru a arăta că secţiunea proiectată după elipsa (cmenn) este un cerc, 


este suficient să: se demonstreze că diametrii perpendiculari proiectaţi după 
ce Și mn sînt egali. Se observă că: 


© CCa = CCa F Cala = 2r + 2r, = e'et, 


unde e'e’, este diametrul cercului limită, iar r ṣi r razele cercului generator 
şi cercului de rază minimă. Trebuie să se arate că: 


7 


mn =e =f'fi. 


Într-adevăr: m'p' = mf' Şi n'p' = ne, ca tangente duse di DN 0 
la cercul (g); Kitin ultimele relații se obţine: a 


m'p' -+ p'n' — m'f + n'e’. 
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Cum însă: 
mf = mp! = ng = ne, 


egalitatea precedentă devino : 


, tot 1a! 
m'p' + pn =ne t n'e 


sau: 


Observare. Prin orice punct al unui tor trec patru cercuri : paralelul, meridianul şi 
cercurile Villarceau. Orice cerc Villarceau taie meridianele torului sub un unghi constant, 


4) Secţiune cu un plan tangent cercului colier (fig. 361), Fie torul cu axul 
vertical (6,6'2), al cărui cerc generator cuprins în planul meridian este proiectat 
vertical în (a'). Se construiesc cele două contururi aparente ale torului. Planul 
tangent la tor este planul de front F, tangent cercului colier în punctul 
(t, 2). i < Să 

Pe planul H, secţiunea se proiectează pe urma F a planului tangent. Cercu- 
rile limită sînt tăiate de planul F în punctele proiectate vertical în :p', P'u g 

; și g'i; În aceste puncte, proiec- 
g z pila ţia verticală a curbei de sec- 
piune este tangentă la contu- 
rul aparent vertical. Cercul 
ecuator este intersectat în 
punctele (mm') și (qq). 

Proiecţia verticală t’ a punc- 
tului de tangenţă este punct 
dublu pentru proiecția verti- 
cală a curbei de secţiune. 

Secţionind suprafaţa și pla- 
nul F cu plane de nivel, se 
obțin celelalte puncte ale 
curbei. Secţiunea este o curbă 
de gradul al patrulea și se nu- 
mește lemniscată. 


Aplicaţie ? 


În epura alăturată (fig. 362), 
care reprezintă un corp de rotaţie, 
porţiunea generată de arcele cercu- 
rilor C, şi Cu este o jumătate din 
pînza interioară a unui tor. 

„Curba AaA, este un aro de 
lemniscată, rezultat din seaționa: 
rea cu un plan paralel cu axa 
torului, 
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f. Intersecţii. 


1) Intersecţia dintre o dreaptă și un tor. Pentru a găsi punctele de inter- 
secție dintre o dreaptă și un tor se poate întrebuința metoda generală care 
constă din secţionarea torului cu un plan care trece prin dreaptă. Punctele de 
intersecție dintre secţiunea obți- 
nută şi dreaptă sint punctele cău- 
tate. Deoarece în cazul de față 
această metodă este incomodă, se 
foloseşte proprietatea ce o au su- 
prafețele de revoluţie coaxiale de a se 
intersecta după cercuri paralele. 

2) Intersecţia dintre un tor şi o 
dreaptă concurentă cu axa (fig. 363). 
Fie torul cu axa verticală (w, œz’) 
generat de cercul (ab, a'b'), inter- 
sectat de dreapta D (d,d'), concu- 
rentă cu axa torului în (w,s”). 


Fig. 362 | Fig. 363 


Conul descris prin rotirea dreptei D în jurul axei (w,w'z')are ca urmă 
orizontală cercul de rază wh. i 

Paralelii după care se intersectează aceste două suprafeţe „de rotaţie sînt 
conţinuţi în planele de nivel corespunzătoare punctelor de intersecţie ms, 
i nų dintre generatoarea de front a conului (hs, has”) și cercul generator de 
front (ab, a'b’) al torului. Acești paraleli se proiectează orizontal după cercurile 
de rază wm, şi na, care intersectează proiecția d a dreptei în m şi n; acestea 
sint proiecţiile orizontale ale punctelor de intersecţie dintre dreaptă şi tor. 

Proiecţiile verticale sînt m’ și n’, unde dreapta d  întilneşte urmele verticale 
ale planelor de nivel în care sint conţinute cercurile paralele după care s 
intersectat conul cu torul. Ca verificare, aceste puncte cores 
linii de ordine. 


3) Intersecţia dintre un tor și un trunchi de con (fig. 364). Fie torul cu 
axa de capăt (o), iar trunchiul de con cu axa verticală 2'y/. Epura reprezintă 
proiecţiile celor două corpuri numai pe planul vertical, ce conţine axa conului 
şi cercul mediu al torului. 


-au 
pund aceloraşi 
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f. Intersecții. 


1) Intersecţia dintre o dreaptă şi un tor. Pentru a găsi punctele de inter- 
secție dintre o dreaptă şi un tor se poate întrebuința metoda generală care 
constă din secționarea torului cu un plan care trece prin dreaptă. Punctele de 
intersecţie dintre secţiunea obţi- 
nută şi dreaptă sint punctele cău- 
tate. Deoarece în cazul de față 
această metodă este incomodă, se 
foloseşte proprietatea ce o au su- 
prafeţele de revoluţie coaxiale de a se 
intersecta după cercuri paralele. 

2) Intersecţia dintre un tor şi o 
dreaptă concurentă cu axa (fig. 363). 
Fie torul cu axa verticală (o, œz’) 
generat de cercul (ab, a'b’), inter- 
sectat de dreapta D (d,d'), concu- 
rentă cu axa torului în (0,s”). 


Fig. 362 


Conul descris prin rotirea dreptei D în jurul axei (%,%'z'’)are ca urmă 
i ă cercul de rază wh. e 
ari a care se intersectează aceste două suprafeţe de rotaţie sînt 
conţinuţi în planele de nivel corespunzătoare punctelor de intersecţie mi, 
i ni dintre generatoarea de front a conului (hs, his ) și cercul generator de 
front (ab, a'b’) al torului. Acești paraleli se proiectează orizontal după cercurile 
de rază om; şi œn, care intersectează proiecția d a dreptei în m şi n ; acestea 
sint. proiecţiile orizontale ale punctelor de intersecție dintre dreaptă şi tor. 
Proiecţiile verticale sint m! şi n’, unde dreapta d! întilneşte urmele verticale 
ale planelor de nivel în care sînt conţinute cercurile paralele după care s-au 
intersectat conul cu torul. Ca verificare, aceste puncte corespund aceloraşi 
inii de ordine. l i ; 
A, 3) Intersecţia. dintre un! tor şi un trunchi de con (fig. 364). Fie torul cu 
axa de capăt (6), iar trunchiul de con cu axa verticală æ'y'. Epura reprezintă 
rojecțiile celor două corpuri numai pe planul vertical, ce conţine axa conului 
H cercul mediu al torului. 
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Axa trunchiului de con esto cuprinsă în planul de front al cercului mediu. 
Pentru a construi curba de intersecţie dintre tor şi trunchiul de con se 
folosesc sfere ale căror intersecţii cu cole două corpuri sint cercuri, 


~ Fig, 364 Fig. 365 


Punctele de intersecţie 7’ şi 5 ale contururilor aparente sînt două puncte 
ale curbei de intersecţie. Pentru a afla şi alte puncte ale curbei căutate, se 
intersectează sistemul celor două corpuri cu sfere care trec prin cercurile 
generatoare ale torului și al căror centru este pe axa trunchiului de con. 
Aceste siere se intersectează cu trunchiul de con după cercuri ce se întretaie 
cu cercul generator al torului prin care a fost dusă sfera respectivă în cîte 
două puncte (se exclude cazul cînd cele două cercuri nu se întilnesc), ce aparţin 
curbei de intersecţie. 

Cercurile generatoare ale torului ca și cercurile după care este intersectat 
trunchiul de con, fiind conţinute în plane perpendiculare pe planul V, se 
proiectează după diametrele lor. Fie sfera care trece prin cercul (7n'm?). 
Centrul c' al acestei sfere se găsește la intersecţia dintre X'y' cu perpendiculara 
dusă în m, (mimg = mgm’) pe mmi, (mac | m'm4). Această sferă inter- 
sectează trunchiul de con după cercul (a) și după un al doilea cerc ce nu este 
util. Cercul (a') se întretaie cu cercul (mim) în două puncte proiectate confun- 
date în 2’. Coarda comună acestor două cercuri este o dreaptă de capăt, 
care trece prin acest punct. Se află punctele 3’ şi 4' ale curbei de intersecţie 
cu ajutorul sferelor care trec prin cercurile generatoare ale. torului (n'n4) 
și (p'pi) etc. Curba de intersecţie este simetrică în raport cu planul cercului 
mediu al torului. 

4) Intersecţia unui tor cu un cilindru. Fie torul (7) şi cilindrul (C) a cărui 
axă oo * este cuprinsă în planul cercului mediu (y„) șia cărui rază este egală 
cu raza cercului generator al torului (fig. 365). Se proiectează aceste corpuri 
pe un plan paralel cu planul cercului (yn). Punctele « şi è de intersecţie ale 
contururilor aparente aparţin proiecției curbei căutate; se observă că 
wo = aa, *, iar wð = 88 *, unde aa * și 88 * sint distanțele acestor puncte la 


= DO tea aaatiă 
e a ii ai 
ii 24 imi 
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sula pe K A ENE e de generatoarele de contur c şi d la distanțe 
cerculu i.i = = 
toate punctele ramurilor care 1 ecuator al torului, iar we = ad = cb). Deoarece 


pleacă din e și 8 se bucură de această proprie- 
tate, rezultă că: proiecția curbei de 
intersecție este formată din două arce de 
parabolă, al căror focar w este centrul 
torului și ale căror directoare D şi 
D* |oo * sînt la distanța R de genera- 
toarele de contur ale cilindrului. 

În punctul B de intersecţie al parabole- 
lor (P) şi (P*), cilindrul şi torul admit un 
plan tangent comun; deci B este punct no- 
dal al curbei de intersecţie dintre tor şi 
cilindru. 

Dacă cilindrul și torul admit un plan 
tangent, comun într-un punct e al cer- 
cului ecuator (fig. 366), acesta e un caz 
frecvent în aplicaţiile practice, atunci 
„cele două parabole (P) și (P *) coincid 
şi proiecția pe planul cercului ecuator a 
curbei de intersecţie dintre cilindru și 
tor este arcul de parabolă (abc), al cărui focar este œ’ și a cărui directoare 
este dreapta D. 


Exereiţii. 

1) Să E: găsească punctele de intersecţie ale unei drepte cu un elipsoid de revoluţie. 

B: Se roteşte dreapta în jurul unei axe paralele cu axa elipsoidului. Punctele de 
intersecţie dintre meridianele principale ale celor două suprafețe sînt punctele de inter- 
secţie ale dreptei cu elipsoidul. ; : E Aaa - A & 

2) O hiperbolă echilaterală se roteşte în jurul axei sale imaginare. Să se găsească sec- 
ţiunea făcută în suprafața astfel născută cu un plan perpendicular pe bisectorul întii. 

3) O parabolă se roteşte în jurul tangentei la vîrf. Să se găsească punctele de inter- 
secție dintre această suprafață şi o dreaptă frontală. = ş i : 

4) Să se găsească intersecţia a două toruri, care sînt născute de rotirea unui aceluiaşi 
cerc în jurul a două axe paralele, situate în planul cercului. 

5) Să se determine elipsoidul de revoluție, cunoscînd un punct M, planul tangent 
în M şi o axă în mărime şi poziție a elipsei de secțiune făcută cu un plan dat P. 

6) Să se determine meridiana unei suprafețe de revoluție, născută prin rotația unei 
elipse în jurul unei axe verticale, a cărei proiecție orizontală este un cerc. 


` 


CAPITOLUL X 
SUPRAFEȚE RIGLATE 


Suprafeţele născute de o dreaptă care se deplasează în spaţiu după o anumită 
lege se numesc suprafețe riglate. Conul şi cilindrul care au fost studiate într-un 
capitol anterior sînt suprafeţe riglate. În ceea ce urmează se vor studia alte 
suprafețe riglate, care au un caracter mai general şi utilitate practică 
frecventă. 


1. Hiperboloidul cu o pînză 


Această suprafaţă este generată de o dreaptă D, care se roteşte în jurul 
unei axe cu care nu este în același plan (fig. 367). 

Fie D * simetrica dreptei D în raport cu un plan v ce trece prin axă. Această 
dreaptă D *, prin rotirea ei în jurul axului, generează aceeași suprafaţă ca 
generatoarea D. Pe suprafaţa hiperboloidului (fig. 368) sint deci două serii de 
drepte. Alte proprietăţi vor rezulta din studiul pe epură. 

a. Reprezentare. Fie hiperboloidul de rotaţie cu o pînză (fig. 369), dat 
prin axa verticală (6,0'2'), şi generatoarea de front (hi, k'1), care este 

neincidentă cu (w, oz). 

Distanţa minimă dintre axă şi ge- , 
neratoare este dată de perpendiculara 
comună a cărei proiecţie orizontală 
este wi. Când generatoarea (hi, h'i’) se 
roteşte în jurul ei (o, w'z'), punctele 
sale descriu cercuri ale căror plane sînt 
perpendiculare pe axă. Cercul descris 
de punctul (i;”) are raza minimă. Acest 
cerc se numeşte cerc colier. Proiecţiile 
orizontale ale generatoarelor înfăşoară 
proiecția orizontală a cercului colier. 
Fig. 368 El este conturul aparent orizontal al 


SUPRAFEȚE RIGLATE 
S e O E 245 


hiperboloi j 

me dit Seceleanu care se găsește cercul colier este plan de simetrie 
distanță de plaiul EA Panco ale unei generatoare ce se găsesc la aceeași 
sasi Dea La (ik ra lui sint situate pe două cercuri paralele de aceeaşi 
PAT Ga Atta AA ua ti), simetrica dreptei (ih, t'h’), în raport cu planul colie- 
oS fopra atë Bo e un plan care trece prin axă, se găseşte de asemenea 
a detalia P cum s-a arătat mai inainte, pe această suprafață 
lodule ci e generatoare, motiv pentru care se spune că hiperbo- 

d este o suprafată dublu riglată. 
dica toate punctele ale unei aceleiaşi generatoare g descriu, cind 
H a se roteşte, arce de cerc care corespund la unghiuri la centru 
gale, rezultă că nici un punct al generatoarei rotite nu va coincide 
cu vreunul din punctele generatoarei inițiale. 

Deci: două generatoare de un același sistem (din același șir) nu se 
întâlnesc. Ele sint situate în plane diferite. 

Dacă P este un punct pe suprafaţă, paralelul corespunzător ($) este 
intilnit în acest punct de o generatoare g din primul sistem. O gene- 
ratoare g * din al doilea sistem întilneşte paralelul (5) într-un punct 
oarecare P *. Cînd generatoarea g“ se roteşte, punctul P* descrie de 


asemenea paralelul ($), astfel incit P * va coincide cu P. 


Deci : printr-un punct oarecare al unui hiperboloid de rotaţie irec două gene- 
ratoare de sistem diferit. Cele două generatoare determină planul tangent în 
punctul considerat. Planul tangent taie suprafaţa după generatoarele ce îl 
determină. 

Generatoarele ale căror urme orizontale se găsesc la stinga unui observator 
așezat pe axă se numesc generatoare de sistemul întîi, iar acelea ale căror 
urme orizontale sint la dreapta, generatoare de sistemul al doilea. În epură, 
generatoarele de sistemul întîi (ih, ik) sint arătate printr-o săgeată, iar cele 
din sistemul al doilea (iki, ih), printr-o săgeată dublă. Generatoarele paralele 
cu planul vertical se numesc generatoare principale. Sint patru generatoare 
principale, cîte două din fiecare sistem, al căror punct de concurenţă este 
situat pe cercul colier. 

Generatoarele unui hiperboloid de rotaţie fac un unghi constant cu un plan 
perpendicular pe axă; ele sînt paralele cu generatoarele unui con de rotaţie, 
numit con director. 

Locul geometric al urmelor orizontale ale generatoarelor este un cere 
concentric cu cercul de colier. Acest cerc este urma orizontală a hiper- 
boloidului. 

1) Punct de suprafaţă. Fie n proiecția orizontală a unui punct situat 
pe hiperboloid (fig. 369). Prin acest punct trece un paralel al suprafeței, 
proiectat orizontal după cercul de rază on, care intersectează proiecția orizon- 
tală ih, a generatoarei principale, în r. Acesta este proiecția orizontală a două 
puncte ale căror proiecţii verticale sint r' și rs, care sint situate pe cercu- 
vile determinate în hiperboloid de planele de nivel N“ și N/, simetrice în 
raport cu planul colierului. 4 A 

Dacă se cunoaște proiecția verticală m a unul punct, pentru a afla 
proiecția orizontală se determină proiecția pe planul Æ a paralelului care 
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trece prin punct. Linia de ordine coborită din m’ intersectează proiecția 
orizontală a acestui cero în punctele m și m, Unei proiecţii a unui 
punct îi corespund două proiecții de nume contrariu deoarece hiperbo- 
loidul este o suprafață de ordinul al doilea și o dreaptă îl intilneşte în 
două puncte. 

2) Con asimplol. Fie generatoa- 
rele „principale (ih, ih) gi (în hai ah), 
cu i = și e = hi de sistemul 
unu și doi. Prin centrul suprafeței 
se duce o paralelă la aceste gene- 
ratoare, care se proiectează orizon- 
tal după we. Cele trei drepte sint 
conţinute în același plan de capăt, 
a cărui urmă verticală este h'i’. 
Dacă acest plan se rotește în jurul 
axei, generatoarele descriu hiper- 
boloidul cu o pinză, iar dreapta we 
descrie un con de revoluţie cu vir- 
ful în centrul cercului colier. Cen- 
trul cercului colier este centrul su- 
bt prafeţei. Conul descris de we se nu- 
mește con asimplol al hiperboloidu- 
lui. Generatoarele sale fiind paralele 


i | Casă) 


M z 4 
J7) cu generatoarele hiperboloidului, 
A conul este tangent hiperboloidului 
4, Sp % la infinit. Orice plan tangent co- 
nului asimptot secționează hiper- 
boloidul după generatoare paralele 


cu generatoarea de contact. Urma 
orizontală a conului asimptot este 
cercul de rază ew. 

b. Plan tangent. Fie (mm’) un punct pe generatoarea principală (ch, c'h’). 
Planul tangent în acest punct la hiperboloidul de rotație cu axa verti- 
cală (6, œz’) este determinat de generatoarele (ch, c'h’) şi (dk, d'k’) de sistem 
diferit, ce trec prin punctul dat (fig. 370). Urma orizontală a planului tangent 
este dreapta T = hk, ce uneşte urmele orizontale ale celor două generatoare. 
Urma pe planul colierului a planului tangent este cd, polara proiecției orizon- 
tale a punctului m de contact prin raport la cercul colier. Dacă punctul 
M (m, m') parcurge generatoarea (ch, c'h') pînă ce generatoarea de sistemul 
al doilea, care împreună cu prima determină punctul de contact, devine 
paralelă cu cea dată (ch || ek), urma orizontală a planului tangent este 7, = hkr. 
Punctul de tangenţă, care este punctul de concurență dintre cele două gene- 
ratoare, este aruncaţ la infinit. Acesta este un plan asimptot al hiperboloi- 
dului; el este tangent și conului asimptot în lungul generatoarei sc. 


u 
Fig. 369 


n 


din eta aia aa 
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Dacă generatoarea de sistemul al doilea ocupă poziția ck», atunci ea intil- 
neşte generatoarea cu în punctul c. Urma orizontală 7, a planului tangent 
lng Acest punct, trecînd prin punctele A şi ka, este plan de front. Planele tan- 
gente în puncte simetrice cu punctul c de pe generatoarea ch fac unghiuri 
egale cu planul 7,. Punctul c 
se numeşte punct central, iar 
planul 73, plan tangent central. 

Din cele arătate rezultă că 
poziția planului tangent în lun- 
gul aceleiaşi generatoare variază 
cu poziția punctului de contact. 
Aceasta este proprietatea ca- 
racteristică a suprafeţelor ne- 
desfăşurabile. Planul tangent 
într-un punct t al hiperboloi- 
dului (fig. 371)  secţionează 
hiperboloidul după generatoa- 
rele de sistem diferit g şi gı ce 
trec prin punctul de tangenţă. 


Fig. 370 Fig. 371 


c. Determinarea meridianei principale (fig. 372). Meridiana principală 
este locul punctelor de intersecţie dintre planul de front care trece prin 
axă cu generatoarele hiperboloidului. ala: E 

Fie hiperboloidul determinat de axa (w, &'z) şi generatoarea princi- 
pală (ch, c'h’). Se construieşte cercul colier (60) şi a doua generatoare 
principală de primul sistem (cuha cih). O generatoare (rs) de sistemul al doilea 
concurentă cu generatoarele principale în r şi s intersectează în punctul (aq) 
planul de front F care trece prin axă. Acesta este un punct al meridianei 
principale. Generatoarea eg, de primul sistem, concurentă în g cu genera- 
toarea de mai înainte are punctul său de contact cu cercul de colier în (ee'), 
situat pe aceeaşi linie de capăt cu punctul de contact (f ) al generatoarei rs, 
deoarece sint simetrice în raport cu [F ]. Proiecţiile verticale ale acestor două 
generatoare sint confundate, ge = f’. Planul tangent în (qg), determinat 


243 


ii GEOMETRIE DESCRIPTIVA 


de aceste generatoare, este plan de capăt și conţine tangenta la curba 
merdiană în (09). Urma sa verticală rs este tangentă în g’ la proiecția verti- 
cală a meridianei principale. 

Deoarece qr = qs, rezultă r'g' = q's’. Deci curba meridiană se bucură 
de proprietatea că punctul de contact este mijlocul segmentului după care 
tangenta este interceptată de două 
drepte fixe. Aceasta este o proprie- 
tate care defineşte hiperbola. Deci 
proiecția verticală a meridianei este 
o hiperbolă, a cărei axă transversă 
este urma verticală a planului colier 
şi a cărei axă netransversă — proiecția 
verticală a axei suprafeţei. Asimpto- 
tele sînt proiecţiile verticale ale gene- 
ratoarelor principale. 

d. Intersecţia dintre o dreaptă şi un 
hiperboloid. 1) Dreapta nu întîlnește 
axa hiperboloidului. Pentru a găsi 
punctele de intersecţie dintre un 
hiperboloid de rotaţie cu o dreaptă 
neconcurentă cu axa hiperboloidului 
se foloseşte metoda lui Rouch6, ba- 
zată pe teorema: 

Dacă două cuadrice de revoluţie cu 
azele paralele au acelaşi plan de sime- 
irie perpendicular pe axă, proiecția 
curbei de intersecţie pe planul comun de 
simetrie sau pe un plan paralel cu el 
este un cerc. 

Într-adevăr, fie cele două cuadrice 
de revoluţie cu axele paralele cu OZ 
reprezentate prin ecuaţiile lor : 


A (2? + y?) +22 + 2Bz + 2Cy + D=0 
A, (22 + y?) + 22 + 2Biz + 2C.y +D, =0. 


Se obține ecuația proiecției curbei de intersecție pe un plan perpendicular 
pe axă, scăzind între ele ecuaţiile date: 


(4 — Ad(z + y3) + 2 (B — B:) £ +:2 (C — Cı) y + D — D, = 0, 


care este un cerc, 
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tipat A Deloc (fig. 373) dat prin cercul colier și prin generatoarea prin- 
poli aj aa š reapta D (d, d'), neconcurentă cu axa, intersectează hiper- 
două puncte care se determină astfel: punctul (i, i”), în care 


dreapta D (dd!) intersectează planul colierului, se consideră ca picior al 


Fig. 373 Fig. 374 


perpendicularei comune dintre dreaptă și o axă verticală (%1, cos, 24) oarecare. 
Dacă dreapta D se roteşte în jurul acestui ax, ia naştere un al doilea hiperboloid 
de rotaţie, care are acelaşi plan colier ca hiperboloidul dat. Proiecţia pe planul H 
a curbei de intersecţie dintre cei doi hiperboloizi după teorema de mai înainte 
"este un cerc. Punctele m şi n de intersecţie dintre cercurile colier ale celor 
doi hiperboloizi sînt două puncte ale cercului căutat. Alte două puncte p 
şi q sint date de intersecțiile cercurilor de raze ce şi out, ce sînt secțiuni 
cu un plan de nivel N’ oarecare. Cercul (mnpg) intersectează dreapta d 
în æ și B, care sînt proiecţiile orizontale ale punctelor în care dreapta D 
intersectează hiperboloidul. i i 
2) Dreapta D (d, d') este concurentă cu axa hiperboloidului. Proiecţia orizon- 
tală d trece prin œ (fig. 374). Cind dreapta D se roteşte în jurul axei hiper- 
boloidului, ia naștere un con care se intersectează cu hiperboloidul după 
două cercuri, Planele acestor cercuri sint de nivel şi se determină cu ajutorul 
punctelor în care generatoarea (hc, h'c') intersectează conul. Cotele acestor 
puncte sint cotele planelor de nivel căutate. Pentru aceasta se construieşte 
urma orizontală a conului descris de dreapta D, care este cercul de rază ou. 
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DU virful conului (aa) se duce pâralela (ak, a'k’) la (he, We). Planul co 
rece prin virful conului şi a cărui urmă orizontală este Æ} intersectează conul 
generat de dreapta D, după generatoarele we și wf, care intersectează gono- 
ratoarea hc în punctele m, și nu. Planele de nivel în care sint situate cercurilo 
de intersecţie dintre colo două supralo- 
je au cotele punctelor (mm) şi (man'i). 
Aceste plano si tate € 

coste plano sint intorsoctate do 
droapta D în punctolo (mm) şi (nn) 
are sint punctele căutate, 


e. Secţiune plană, Dooareco hipor- 
boloidul şi conul său asimptot sint tan- 
gente în toate punctele unei aceleiaşi 
conice, care este secțiunea lor prin 
planul de la infinit, rezultă că secţiu- 
nile tăcute cu un acelaşi plan în hiper- 
boloid şi în conul său asimptot sint 
conice care au aceleaşi puncto la infinit 
şi aceleaşi tangente în acele puncte. 
Deci, secţiunile din hiperboloid şi co- 
nul său asimptot sint de acelaşi gen. 
Astfel, dacă sint elipse, vor fi omote- 
tice şi concentrice; dacă sint hiper- 
bole, au aceleaşi asimptote; iar dacă 
sînt parabole, au patru puncte comune 
confundate la infinit, adică sint su- 
praosculatoare la infinit. Se ştie însă 
că în acest caz parabolele respective 

Fig. 375 sint egale, au aceeași axă și concavi- 
tatea în același sens. 

Dacă [S] este planul de secţiune, iar [$,] planul paralel cu el şi dus prin 
virful conului asimptot nu secționează conul, atunci planul S secţionează 
conul asimptot după o elipsă (£.), iar hiperboloidul după o elipsă (E), 
omotetică și concentrică cu (Æ). Dacă [$,] secţionează conul asimptot după 
două generatoare reale şi distincte, atunci planul S secţionează conul asimptot 
după o hiperbolă (H,), iar hiperboloidul după o altă hiperbolă (Æ), avind 
aceleași asimptote ca (H). În sfîrşit, dacă [$,] este tangent conului asimptot, 

lanul secant S taie acest con după o parabolă (P,), şi hiperboloidul după 
o parabolă (P), care au aceeaşi axă și concavitatea în același sens. 

1) Secţiune hiperbolică (fig. 375). Fie hiperboloidul dat prin axa verticală 
(o, œz’) și generatoarea de front (ch, c'h’). Urma orizontală a hiperboloidului 
este cercul de rază oh, iar a conului asimptot cercul de rază oh, concentrice 
cu primul. Planul secant [SS] este un plan de capăt și intersectează cercul 
colier în punctele (n, n’), (mo 2): 4 

Punctele a şi b în care urma ori ontală S a planului secant intersectează 
urma hiperboloidului sint două puncte ale secţiunii. Generatoarele Conul 

aralele cu planul secant, sint proiectate vertical după ec || S’, şi orizonta 


d upă WÊ, OC: 
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Secți i y M E 3 
oe A Datu piPerbolă ale cărei asimptote yf şi yf, sint paralele cu 
că ele sînt itorsocțaile p] i oiecţiile orizontale ale asimptotelor se observă 
în lungul generat i anului secant cu planele tangente la conul asimptot, 
S oarelor de mai înainte. Urmele orizontale ale acestor plane 
sint perpendiculare în e şi e, pe we și 
ce. Acestea intersectează urma ori- 
zontală a planului secant în f și 
fı Deci asimptotele sint: fy || we și 
fiy || we. Punctele a, n, b și m in- 
dică unghiurile asimptotelor în care 
se găseşte curba. Axa reală a hiper- 
bolei este dreapta de capăt (y, y), 
iar vîrfurile ei sint punctele de inter- 
secție m şi m, dintre această dreaptă 
şi cercul din proiecția orizontală de 
rază wy 
2) Secţiune eliptică (fig. 376). Fie 
hiperboloidul cu axa verticală și gene- 
ratoarea principală (hc, h'c”). Planul 
secant [S6] este un plan de capăt care 
trece prin centrul suprafeţei (w, c’). 
Deoarece planul [$S$”] trece şi prin 
virful conului asimptot, iar urma sa 
orizontală nu intersectează urma ori- 
zontală a conului, care este cercul de 
rază lu, secţiunea în hiperboloid e 
o elipsă. 
Proiecţia orizontală a secţiunii este 
Fig. 376 o elipsă a cărei axă mică este cc,, care 
e diametrul după care cercul de colier 
este tăiat de planul secant. Axa mare este proiecția orizontală a segmen- 
tului cuprins între punctele de intersecție cu hiperboloidul a liniei de cea 
mai mare pantă a planului [SS] față de planul H care trece şi prin cen- 
trul suprafeței. A - 
Acest segment se obţine aflind punctele în care dreapta (ok, c'k') inter- 
sectează hiperboloidul, problemă care a fost tratată mai înainte. Conul descris 
de (ok, c'k') are ca urmă orizontală cercul de rază ok. Pentru a găsi punc- 
tele în care generatoarea (ac, hac”) intersectează acest con, se duc ok, || ch, 
şi ch, ch. Planul determinat de aceste două drepte secţionează conul 
de mai înainte după generatoarele om şi on, simetrice în raport cu œk. 
Generatoarea œm intersectează Ch, Ân pa. Axa mare este segmentul pg, deter- 
minat pe ok de cercul cu raza opr = N 4 
Deoarece cc, este diametrul cercului colier, rezultă că : sectiunea făcută 
într-un hiperboloid de rotație cu o singură pinză cu un plan care trece prin 
centrul suprafeței este o elipsă a cărei axă mică este egală cu diametrul cercului 
colier. Dacă planul secant nu trece prin centrul hiperboloidului secţiunea 


eliptică are alte axe. 
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3) Secţiune parabolică, Fie hiperboloidul de rotaţie cu axa verticală (o, oz’) 
Şi generatoarea principală (he, be). Heir 
Pentru a obține o secțiune parabolică, planul secant trebuie să fie paralel 
cu un plan tangent la conul asimptot. Fie kh urma orizontală a planului 
tangent la conul asimptot în 
lungul generatoarei wk. Urma 
orizontală a planului secant este 
S || kh, iar cea verticală S” || w'e 
(fig. 377). 
Punctele de intersecție b și d 
dintre S şi urma orizontală a 


Fig. 378 


hiperboloidului sînt două puncte ale curbei de secțiune. Punctele a şi a 
sînt intersecțiile cercului colier cu planul secant; în aceste puncte para- 
bola este tangentă la acest cerc. ; ; NE 
Projecția orizontală a axei parabolei este we, iar cea verticală coincide 
cu urma verticală S’ a planului secant. Această dreaptă întilneşte hiper- 
boloidul într-un punct la infinit şi într-un punct la distanţă finită, care 
este vîrful parabolei. A sa di PA : 

A Pentru a afla punctul de intersecţie dintre axa parabolei și hiperboloid, 
se consideră planul determinat de generatoarea principală ch şi de ee || ch. 
Urma orizontală a acestui plan este he. Secţiunea în hiperboloid făcută cu 
acest plan este conica (degenerată) compusă din generatoarea ch şi din gene- 
ratoarea ft de sistem diferit primei. Generatoarea ft intersectează oe în V, 
care e virful proiecției orizontale a parabolei de secţiune. 


$ 


| 
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Observare, Dacă seci, A i i í 
sem ep A A paris tăcuţă cu un plan într-un hiperboloid conţine o generatoare, 
| 14 goneratoare do siatem diferit, deoarece secţiunea este o conică 
n sites caz, secțiunea osto o hiporbolă dokonorată, i 
D 
rito “so ici te Ponen garol comune a dol hiperbololzi cu axe cuprinse în plane dite. 
i H au hiperboloizii do rotaţie cu axele orizontale: (UV, U'V’) gi (WZ, WZ 
Pentru a găsi onore i cea mai gc ista 
Aa Pel Ri) ner Aloaroa comună (MN, M'N’), se caută cea mai scurtă distanţă 
de l » “onoratoarea osto perpendiculară pe perpendiculara comună a axelor, 
roiecția ci verticală treco prin m(mM’ = mN’) gi o paralelă cu OX. Pentru a găsi proiec- 
ţia ei orizontală, se socționează coi doi hiperboloizi prin plane perpendiculare pe axe, 
simetrice în raport cu centrele lor, Secţiunile, care sînt cercuri, se proiectează orizontal 
după perpendiculare duse în U și V pe axa UV și în W și Z pe axa WZ, care se inter- 
sectează în M și N. Dreapta MN este proiecția orizontală a generatoarei comune. 
Vertical, secţiunile făcute cu planele proiectante faţă de H se proiectează după elipse. 
n lungul gonoratoarei de contact, cele două suprafeţe au aceleaşi plane tangente. 
O aplicaţie a hiperboloizilor de rotaţie cu o singură pinză sînt angrenajele hiperbolice. 


2. Hiperboloid sealen 


Suprafața generată de o dreaptă care se deplasează sprijinindu-se pe trei 
directoare drepte se numeşte hiperboloid. scalen. 


a. Proprietăţi. Directoarele nu sint nici în acelaşi plan şi nici nu sint 
paralele cu un același plan. Dacă două din cele trei directoare sint într-un 
acelaşi plan, suprafaţa se reduce la un sistem de două plane P, și P} 

Dacă ultima directoare ar fi și ea în planul P, determinat de primele 
două, cel de-al doilea plan P, se confundă cu P,, iar dacă cele trei direc- 
toare au un punct comun la distanță finită, sau la infinit, orice dreaptă 
care trece prin acest punct satisface condiţiile de mai înainte și suprafaţa este 
nedeterminată. 

Hiperboloidul scalen, care se numește încă și general, este analog hiper- 
boloidului de rotaţie care a fost studiat mai înainte. Proprietăţile principale 
comune ale acestor două suprafeţe sînt: 

Hiperboloidul scalen este o suprafaţă de 
ordinul al doilea, dublu dreptliniată. Admite 
un con asimptoi. Planul colierului este plan 
de simetrie, iar colierul este o elipsă. Conul 
director ca şi conul asimptotic sint, eliptice. 
Secţiunile plane sint conice. 

b. Construcția unei generatoare care trece 
printr-un punet al unei directoare. Fie Da, D, 
şi De cele trei directoare (fig. 379). Dacă 
Me D, este punctul ales, atunci dreapta 
de intersecţie MN dintre planul [0] = [MUDe] 
și planul [Q,]=[MUD,] este o generatoare 
a suprafeţei. =a. Fig. 379 
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Dacă prin directoarele D,, Da și Da se trec cite două plane respectiv paralele 
cu celelalte două directoare, se obțin 6 plane distincte, paralele două cîte 
două (fig. 380). Dreptele de intersecție ale acestor plane formează un para- 
lelipiped ale cărui muchii sint generatoare ale 
hiperboloidului. Astfel: muchia Cı se sprijină 
pe directoarele D, și Ds și are un punct comun 
cu D, la œ, (G || Di); muchia C se sprijină 
pe D, şi D, și are un punct comun la infinit 
cu Da (C, || Da) Tot astfel, Ca se sprijină 
pe D, şi D, şi, fiind paralelă cu Ds, are un 
punct comun cu aceasta la œ. Centrul parale- 
lipipedului este centrul suprafeţei, deoarece o 
coardă a suprafeţei, care trece prin acest punct 
şi se sprijină pe o generatoare, este întilnită de 
generatoarea paralelă cu cea considerată, la Fig. 380 
aceeași distanță de centru. 

c. Determinarea centrului suprafeței-epură (fig. 381). Fie cele trei direc- 
toare: (DD!) perpendiculară pe [H], proiectată orizontal în D,; (D205) 
de front, iar (D3Dj) într-o poziţie oarecare. Se duc prin D, şi D; plane 
paralele cu D,, care sînt plane verticale ale căror urme orizontale sint D, 
şi D}; dreapta lor de intersecţie este verticala (Da, D33)- 

Centrul paralelipipedului, fiind la egală distanţă de aceste două drepte 
(D'i și D3), se găsește pe verticala ce trece prin œ, mijlocul lui D,Dzs- 
Punctul œ este proiecția orizontală a 
centrului. Pentru a găsi proiecția lui 
verticală, se duce prin D, un plan P 
paralel cu D, a cărui urmă orizontală 
este D,n || Dz; aceasta este şi proiecția 
orizontală a unei generatoare paralelă 


Fig, 381 Fig. 382 
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cu D, care intersectează D, în n. Se ridică n în n' pe Di, și din w se 
Lă + .. . . . 

duce Di | Dg. Centrul fiind la egală distanță de D; şi Di, , proiecția sa ver- 

ticală este pe dreapta P'q' || D}, la egală distanță de D, şi Diz. Se ridică o 

pe această dreaptă în w. Punctul (0,') este centrul suprafeţei. 


d. Punct situat pe suprafaţă. Fie (0,04), (DD) şi (D,D) directoarele 
unui hiperboloid scalen. Se poate lua una dintre ele, de exemplu D4, în 
planul orizontal și perpendiculară, pe planul vertical; celelalte două, D, 
şi Da, au o poziţie oarecare. Dacă se consideră aceste trei directoare drept 
generatoare de primul sistem, atunci proiecţiile verticale ale tuturor genera- 
toarelor de al doilea sistem trec prin Di (fig. 382). gi 

„Dacă p’ este proiecția verticală a punctului dat, situat pe proiecția ver- 
ticală a'b’ a unei generatoare, proiecția sa orizontală p se găsește pe proiecția 
orizontală ab, care este o generatoare de sistemul al doilea. Dacă proiecția 


dată a punctului ar fi fost cea orizontală, aflarea proiecției verticale ar fi 
fost mai dificilă. 


e. Plan tangent. Planul tangent în punctul (pp') situat pe suprafață este 
a de două generatoare de sistem diferit, care trec prin punct 
ig. 382). 

Generatoarea (ab, a'b') pe care este situat (p, p’) fiind de sistemul al 
doilea, este necesar să se afle generatoarea de sistemul întii din sistemul 
generatoarelor: D,, Da, Da, care trece prin acest punct. Dreapta de capăt 
proiectată în n' = D} M D; intersectează D, și D3 în punctele ale căror 
proiecţii orizontale sint n şi n*, cu (nn, n’) || (Dı, Di). Generatoarea de 
sistemul întîi concurentă cu (nn*, m’) este proiectată verticală după np-. 
Cum urma orizontală a hiperboloidului este conica degenerată (D,, hk), urma 
orizontală a generatoarei căutate este (q, q)e(hk, k'k’). Deci proiecția ori- 
zontală a generatoarei de sistemul întîi este pq. Generatoarele (ab, a'b’) şi 
(pq, p'q') determină planul tangent cerut. Dacă punctul (pp) parcurge una 
dintre cele două generatoare, poziţia planului tangent se schimbă cu poziţia 
punctului pe generatoare. Deci Hiperboloidul scalen este o suprafaţă nedes- 
ășurabilă. 
fi f. Secţiune plană. Pentru a găsi secțiunea, făcută cu un plan într-un 
hiperboloid scalen se intersectează suprafața și planul secant cu plane de 
nivel care secționează hiperboloidul după elipse omotetice cu elipsa de colier, 
iar planul după orizontale. Punctele de la infinit ale conicei, dacă sînt, 
; ea eneratoarelor hiperboloidului paralele cu planul secant. Aceste 
core A iu ot fi în număr de patru, două cite două paralele şi două cite 
donă de Bine diferite. Secţiunea este o conică. 


ia dintre o dreaptă şi un hiperboloid. Se dau cele trei direc- 
t paa ale hiperboloidului ; pentru a găsi punctele în care o dreaptă A 
7 A A hiperb oloidul, se secţionează suprafața cu un plan @ dus prin A, 
m Je on una dintre directoare. Secțiunea ce se obţine este o hiper- 
Lola iar punctele de intersecţie dintre această hiperbolă şi A sînt punctele 
căutate. 
Este recoman 
şi un punct, 


dapil să se determine această hiperbolă prin asimptotele sale 
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3. Paraboloidul hiperbolice 


Paraboloidul hiperbolic este o cuadrică dublu riglată, care are cîte o gene- 
ratoare din fiecare sistem la infinit și este tangentă planului de la infinit, 

Paraboloidul hiperbolic este generat de o dreaptă care se sprijină pe două 
drepte oarecare — numite directoare — , deplasindu-se paralel cu un plan 
dat, numit plan director. 


Această suprafaţă se mai poate considera ca fiind generată de o dreaptă 
care se deplasează continuu, sprijinindu-se pe trei directoare drepte, care 
nu sînt în același plan, dar sînt toate paralele cu un plan dat. 

Aceste două moduri de generare sînt echivalente, deoarece cele trei direc- 
toare se pot considera ca generatoare de un acelaşi sistem, pentru că nu 
sint în același plan nici toate trei și nici două cîte două. Acestea sìnt însă 
paralele cu un plan, care este planul director. 

Orice plan secant care trece prin axa paraboloidului îl secţionează după 
parabole ce au ca axă axa suprafeţei. i 

Secţiunile făcute cu plane paralele cu axa paraboloidului sint parabole 
egale cu parabolele determinate de planele care trec prin axă şi au aceeași 
orientare; iar secţiunile făcute prin planą ce nu.sînt paralele cu axa sint 
hiperbole. Pentru acest motiv, suprafața se numeşte paraboloid hiperbolice. 


a. Reprezentare (fig, 383). Fie paraboloidul hiperbolio dat prin direc- 


toarele D (d, d), D, (du di) și prin planul direotor H. Deoarece D şi D, 
nu sint în același plan, proiecţiile orizontale ce corespund punctului 


en 
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i = dd sint i Æ i. Generatoarele unuia dintre cele două sisteme, fiind 
paralele cu planul Æ, au proiecţiile lor. verticale : a'a; |] b'bí |] c'c{ paralele 
cu 0X. Fie punctele de pe suprafață ale căror proiecții verticale sint p', m 
şi n', situate pe dreapta i'm’. Proiecţiile lor sint coliniare şi satisfac relația : 


(p'et) = W'n'bi) = (dm!) = A 

Dacă aceste puncte sînt proiecţiile a trei puncte coliniare, trebuie să se arate 
că proiecţiile lor pe un al doilea plan sint de asemenea coliniare. Pentru 
aceasta, printr-un punct oarecare (w, œ) se duce planul [PP') paralel cu D 
şi Dı, care este determinat de (rs,r's) || (d,d') și (uv,uv)) || (dida). Pentru 
a se obţine o epură simplă, se face o schimbare de plan vertical, astfel incit 
proiecţiile directoarelor pe noul plan vertical să fie paralele : d” || di . 

După schimbarea planului vertical, planul [PP'] devine proiectant față 
de Vi, (X, 1 P). Proiecţiile directoarelor D și D, sint: d” || dy || P”, iar 
generatoarele orizontale sint proiectate după: a“a/ || bby || Xi 

Pe: a”a”, b'br, cc” se construiesc punctele m”, n”, p”, astfel incit: 


Li 
(a"m”"ay ) — (b"n"bi) = (CHPKCAO) = ZI 


Deoarece d? || d”, locul punctelor care divid segmentele de drepte paralele 
cuprinse între d” şi d? în acelaşi raport A este o dreaptă: y” || d? I| 4”. 

Prin urmare pe suprafaţă există două sisteme (şiruri) de generatoare : 
unul format din generatoare paralele cu [H], iar al doilea format din gene- 
ratoare paralele cu [PP']. Suprafața este dublu riglată şi admite două plane 
directoare :[H]şi[ PP'], care fac între ele un unghi oarecare ~ 0. Dacă x0 = 90%, 
paraboloidul hiperbolic este drept sau echilater: 


Observare : 


1) Din cele arătate mai înainte rezultă că un patrulater strimb ABCD defineşte un 
paraboloid (fig. 384). Planele paralele cu perechile de laturi opuse (AB, CD) și (AD, BC) 
sînt cele două plane directoare; generatoarele ce aparţin unui aceluiași sistem împart 
laturile pe care se sprijină în părţi proporţionale. Astfel, generatoarele ay din sistemul 
(DA, BC) şi (3 i sistemul (AB, CD) împart laturile opuse astfel încît : (4«B)=(DyC) 
si (45D) = (BRC). de 
b S Di numesc gentratoare de sistemul întîi acelea care sint paralele cu planul director 
dat; iar generatoare de al doilea sistem, acelea paralele cu planul determinat de două 
drepte concurente, paralele cu directoarele date. 

Deoarece directoarele nu sînt în acelaşi plan, două generatoare din acest sistem nu 
se întîlnesc, iar două generatoare de sistem diferit sînt întotdeauna concurente. În figura 
alăturată (385) sînt puse în evidenţă cele două sisteme de generatoare. Unul dintre 
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Fig. 384 Fig. 385 
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sisteme este format, de generatoarele A 2 E 8,8 ete iar al doilea sist m e i 
q sty Spy GjY CU, g i Le ste dat 
de dreptele ` %& Bi; Ley Biet etc, 


Prin orice punct al suprafeței trec două generatoare de sistem diferit, iar pl 
ì $ to ) E, ie anul ce 
îl definesc este tangent H suprafață în punctul lor de concurență. K 


„b. Punct pe suprafață (fig. 386). Se dă paraboloidul hiperbolice ale cărui 
directoare sint dreptele de front AB (ab, a'b') şi CD (cd,cd') și al cărui 


Fig. 386 Fig. 387 


plan director este [H] şi proiecția verticală g’, a unui punct Q situat pe supra- 
faţă. Deoarece un punct se află pe suprafaţă dacă proiecţiile sale se găsesc 
pe proiecţiile omonime ale unei aceleiaşi generatoare, se construieşte gene- 
ratoarea (mn,m'n') din sistemul întii, pe a cărei proiecţie orizontală mn se 
găseşte q, (mn trece prin œ). Dreapta care uneşte urmele orizontale a şi 
d ale celor două directoare este o generatoare din primul sistem și este 
urma paraboloidului pe planul H. Tot generatoare din primul sistem este 
şi generatoarea de capăt (ji, i), care se obţine tăind cele două directoare 
prin planul de nivel a cărui urmă verticală trece prin t’. 

— Pentru a afla generatoarele de-al doilea sistem ale paraboloidului con- 
siderat (fig. 387), se secţionează cu planul de front F, care este intersectat 
de generatoarele ab, mn şi ij în punctele ale căror proiecţii orizontale sint 
h, k, t. Pentru a arăta că planul F secţionează suprafața după o dreaptă, 
trebuie să se dovedească că proiecţiile verticale h’, k’ şi t’ sînt coliniare. 
Deoarece urma F || ai, din proiecția orizontală rezultă relaţiile : 


Pra? 


m_i ai du, 
[E E E hu? 
cum însă: 
ws : a'u’ ml 


rezultă că cele trei puncte sint coliniare. Deci, cel de-al doilea sistem de 
generatoare este format de un șir de frontale, deoarece al doilea plan 
director este planul V. i 

Pentru că toate„generatoarele de sistemul al doilea sint concurente cu 
generatoarea de e. (i; i!) din sistemul întîi, proiecţiile lor verticale sint 


concurente în i, Se poate arăta că proicoţiile orizontale ale generatoarelor 


A 
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din primul sistem trec toate prin punctul w, care este proiecția orizontală 
A unei generatoare din sistemul al doilea, 


c. Plan tangent (fig. 388). Se dă paraboloidul prin directoarele D (d, d) 
şi D, (d,di), avind ca plan director planul H. 

Planul tangent în punctul 
Q (qq') este determinat de două 
generatoare de sistem diferit 
(mn, m'n') și (qs, q's'), care trec 
prin punct. Urma orizontală 7 a 
planului tangent trece prin urma s 
a generatoarei (qs,q's’) şi este 


Fig. 388 Fig. 389 


a, iun curg MN, urma orizontală 

elă cu mn. Dacă punctul Q parcurge generatoarea = ) í 

a EA de-al doilea sistem se deplasează pe urma paraboloidului 

kh, iar urma planului tangent se va deplasa paralel cu ea însăși. Deoarece 
ti 


planul tangent variază în lungul unei aceleiaşi generatoare, suprafaţa este 
nedesfășurabilă. | 


d. Contur aparent orizontal (fig. 389). Conturul aparent orizontal este 
înfăşurătoarea urmelor orizontale ale planelor verticale, tangente la supra- 
faţă. Punctele curbei de contur aparent orizontal sint proiecţiile orizontale 
ale punctelor de tangenţă dintre aceste plane şi paraboloid. Pentru a afla 
punctul de contact al planului tangent vertical care trece prin generatoarea 
(mn, m'n’), trebuie găsită generatoarea de sistemul al doilea situată în acest 
plan care se intersectează cu prima în punctul de contact. Urma orizontală 
mn, a planului tangent vertical intersectează urma kk a paraboloidului în 
(p,p'), deci generatoarea căutată este proiectată vertical după pi”, ce 
concură cu mm în c'. Proiecţia orizontală c este un punct al parabolei de + 
contur aparent orizontal. | l 


s frful paraboloidului. Axa paraboloidului este paralelă cu dreapta 
Maese A a eor directoare; iar virful este punot i 


; suprafeței pentru 
care planul tangent este normal pe ax. Pentru a obține în epură axa şi virtul 


fr 
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paraboloidului, se determină dreapta de intersecție dintre planele directoare 
şi se duce un plan perpendicular pe această dreaptă. Punctul de contact 
a planului tangent la paraboloid paralel cu planul de mai înainte este 
virful suprafeței, iar axa este dreapta sa 
care trece prin virf și este paralelă 
cu intersecţia planelor directoare. 

f. Secţiuni plane. Orice plan paralel 
cu unul din planele directoare sec- 
ționează suprafața după 0 generatoare 
paralelă cu planul director respectiv. 
Un plan oarecare secționeazd suprafața 
după o hiperbolă, iar un plan paralel 
cu axa o secționează după o parabolă. 
Punctele curbei de secțiune se găsesc 
secționind suprafața şi planul secant, 
prin plane paralele cu unul din pla- 
nele directoare. În cazul cînd unul 
din planele directoare este un plan de 
proiecţie, planele secante auxiliare sînt 
plane de nivel sau de front. 


Aplicaţii 


1) Zidul strimb. Fie două taluzuri T și 
T, de pante diferite (fig. 390), care trebuie 
racordate. Suprafaţa de racordare este un 
paraboloid hiperbolic, al cărui plan director 


Fig. 390 Fig. 391 


este planul terenului socotit plan orizontal şi ale cărui directoare sînt muchiile zidu- 
rilor AB şi CD. 9 i 

2) Pinze subțiri. Paraboloidul hiperbolic este una din suprafețele întrebuințate la 
construcția unor acoperișuri prin aşa-numitele pînze subțiri. Cea mai simplă pinză de 
acoperire de acest gen este cea realizată prin întrebuințarea unui patrulater strimb. Pere- 
chile de laturi opuse sînt generatoare de un același sistem (fig. 391, a). 

Se pot asocia doi paraboloizi determinaţi prin cite un patrulater strimb, avind împreună 
o latură comună (fig. 381, b). A : 

O formă interesantă de acoperiș se obţine dacă se asociază patru paraboloizi, deter- 
minaţi fiecare prin cîte un patrulater strimb, avind doi cite doi o generatoare comună, 
astfel încit laturile comune celor patru pinze să tie concurente (fig. 391, c), iar axele para- 
poloizilor să fie paralele, Dacă în punctul de concurență al celor patru pinze cei patru 

araboloizi au același plan tangent, lar latura comună a doi paraboloizi estè în prelungire 
turii comune a celorlalți doi (fig. 391, c) se obține o pinză cuadruplă, care prezintă un 
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deosebit interes practic, deoarece reacțiile cara se exercită asupra laturilor comune ale 
color pairu pinze îşi fac 


echilibru în punctul de intersecţie. 

Alte pinze parabolice întrebuințate pentru acoperire sint date de o porțiune a suprafeței 
unui paraboloid hiperbolice, limitată de un patrulater curbiliniu (fig. 392), format de 
parabolo principale, alo căror plano sint paralele cu planole de simetrie ale suprafeţei. 


d di 
ITIR 
LEAKS 
DS; [PS EI 


A; 


4. Conoidul 


Conoidul este suprafața generată de o dreaptă care se deplasează paralel 
cu un plan director, avind două directoare : o dreaptă şi o curbă. Una dintre 
directoarele curbe poate fi o suprafaţă la care generatoarele sînt tangente. 
Cind ambele directoare sint drepte care nu sînt în același plan, suprafața 
este un paraboloid hiperbolic. 

Conoidul ce are ca directoare o dreaptă perpendiculară pe planul director 
şi o curbă oarecare se numește conoid drept. Dacă P este planul director 
(fig. 393), ata curba directoare, iar a't’ | [P] directoarea dreaptă, se obțin 
generatoarele conoidului unind punctele în care cele două directoare inter- 
sectează un același plan paralel cu planul director. Astfel, ss’ și s,s' sint 
două generatoare ale suprafeţei, conţinute în planul [ss,s] || [P]. 


a) Reprezentare (epură). Fie cercul (ab, a'b') cuprins într-un plan de front 
"şi verticala A (3, ò), cele două directoare ale unui conoid al cărui plan 
director este [H]. Toate generatoarele suprafeţei se proiectează orizontal 
după fasciculul de drepte concurente în 3, iar vertical, paralele cu linia de 
pămînt. Punctele conoidului se proiectează orizontal în unghiul aăb şi 
opusul său la virf, iar vertical între cele două tangente duse la cercul director, 
paralele cu X; (fig. 394). „ALR 4 A 
Pentru a afla proiecția verticală a unei generatoare dată în proiecția ori- 
zontală, se duce prin generatoare planul său proiectant față de LH). Acest 
plan intersectează cercul director în două puncte, ale căror proiecţii ver- 


ticale sint cgi cj, care corespund punctului c = g(ab. Dreptele NE 


; i FR: h ÎN TA) "şi gi 
duse prin € fisc, paralel cu linia de pămint, sint proiecţiile verticale a 
două generatoare, Este clar că dacă se cunoaște proiecția verticală a unei 
generatoare, se obțin în planul orizontal două generatoare 
de nivel care trece prin generatoarea cunoscută intersec 


puncte, 


» deoarece planul 
tează cercul în două 
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. Un punct se găseşte pe suprafață dacă proiecţiile sale se găsesc pe pro- 
iecţiile omonime ale unei aceleiași goneratoare, Dacă se cunoaște una din 
proiecţiile unui punct al suprafeței, oste suliciont să so construiască pro- 
iecţiile generatoarei corespunzătoare, pentru ca să se obţină, prin linie de 
ordine, proiecția de nume contrar. i 


>. 


Fig. 394 3 


b. Secţiune plană. Fie [F] planul secant paralel cu [V]. Urma sa F || ab || X 
intersectează generatoarele de contur aparent orizontal în p şi q, iar o gene- 
ratoare oarecare g în punctul e. Se notează cu: k' = g, m = ab () dm 
şin =F òn. Proiecţia verticală a punctului e este e eg. Din figură rezultă 
relaţiile : 

Ei ue e 


ek en òn 


Deci, raportul c'k' : e'k' = ct, oricare ar fi poziția punctului e'. Cind e 
descrie proiecția orizontală a secţiunii făcute cu [F], punctele c' şi e' descriu 
două figuri afine, avind ca axă 3. Cum locul geometric descris de è’ este 
cercul director, & descrie curba afină cercului care, în acest caz, esteselipsă. 

Deci: secțiunile făcute într-un conoid circular drept cu plane.păâralele cu 


planul cercului, director sint eli pse. 
c. Plan tangent. Folosind proprietatea enunțată mai inainte, rozultă un mod 


de a construi planul tangent într-un punct pe suprafată, Fie (ee) punctul 
Planul tangent în acest punct este determinat de gene- 


situat pe suprafaţă. ; RSD l 
ODA D (gg'), care trece pr! (ee'), şi de tangenta la elipsa după care este 
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secționat conoidul de planul de front Æ corespunrălor, Protecţia orizontală 
a acestei tangente coincide cu urma orizontală a planului /'; proiecția vor- 
ticală este afina tangentei la core în punetul c corospunsălor şi so con: 
struieşte unind punctul î, de concurență a tangentei în e la core, cu axul 
de afinitate, cu € Planul tangent în (ee) oste [777], determinat do 
orizontala (g'g) şi de frontala (eh, e'h’). a. 


mO 

& | 
Lă 
$ 


Aplicații 


1). Într-un coridor care are forma unui semitor (fig. 395) cu axa verticală (o, %3) 
se face o deschidere în partea superioară printr-o suprafață riglată, ce are ca plan director 
plenul ecuatorului ca directoare curpa un semicers situat mirun plan dè front, cu o 
rază egală cu a cercului co generează torul, iar directoarea dreaptă ax a ea 
fafa din urmă esto un conoid, dropt, i ST SN torului; supra- 

entru a construi proiecţiile curbei de intersecție dintre ace i ate S 
secționează cu plane denig care dau în tor cercuri, iar în a N R S 

S-a figurat în epură somitorul generat de cercul de rază oc’ şi axa (o, a's’) Tuindu-s 
ca plan orizontal planul cercului mediu. Conoidul are ca directoare curbă er ia 
proiectat orizontal după (pa), iar at după semicercul (p’s'q’). RR AGOTON 

Deoarece cele două suprafețe admit în punctul (ss’) acelaşi plan 
intersecție are punctul (ss), punct dublu. Generatoarele toibidul i Si lia a d 
orizontal intersectează cercurile c și c}, care reprezintă urma semitorului N F p 5 anu 
în 1, 2 Și ây4, care sint puncte alo curbei de intersecție. Secţiunile determi RY plan, 
nul de nivel Nin tor sint somicercurile concentrice (a) şi (b), inr în conoi e de-pla= 
rele we și wf. Acestea sint intorseotate de corcurile de mai înainte în punctele S) A onie 
Folosindu-se punctele obţinute, se construioşte proiecția orizontală a curbei d 2,0 şt GS 
Proiccția verticală a curbei se compune din ramurile de curbă (91615739) N ANNA 

X t 


din care '6%at) gi (517797) sint vizibile. C A I ŞI WSVL), 
in CA apor A e (15°34) și (e ) ele două ramuri admit în s^ aceeaşi 
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2) Unele pinze subţiri de acoperire sînt suprafeţe conoide. Se obţin forme estetice 
dacă directoarea curbă este un arc de parabolă sau de hiperbolă. În figura 396 a și 396, b1 
se dă un asemenea exemplu. Directoarea rectilinie este fronto-orizontala (ab, a'b’), iar direc- 

toarea curbă este un arc de parabolă 

(P), (P'), cuprins într-un plan paralel 

J cu [X]. Generatoarele au ca plan di- 
rector planul de profil, 


A sală 
AOE 


N 


eg = 2 


5, Cilindroidul 


Fie un cilindru ale cărui gene- 
ratoare sint fronto-orizontale, care 
este secţionat cu două plane ver- 
ticale oarecare (fig. 397). Aceste 
plane dau în cilindru două sec- 
ţiuni eliptice, care se proiectează 
pe planul orizontal după segmen- 
tele ab şi ef și ale căror proiec- 
ţii verticale sint:  semicercul 
(a'b') şi semielipsa (e'f”). În epură, 
axul cilindrului este cuprins în 
planul H. Se dă semicercului 
(ab,a'b')o mişcare de translație, fă- 
cînd ca proiecția sa verticală să 
ocupe poziţia (abı). Dacă o 
dreaptă mobilă se deplasează spri- 
jinîndu-se pe curbele de mai îna- 
inte, se obţine suprafaţa riglată 
numită cilindroid. 

Generatoarele  cilindroidului 
sint paralele cu planul vertical, 
fără a fi şi paralele între ele. 
Planul vertical este planul direc- 
tor al suprafeţei. Această supra- 
faţă aparţine clasei suprafeţelor 
conoide. 

Fig. 397 Proiecţiile orizontale pp, 99: 

etc. ale generatoarelor sint para- 

lele; proiecţiile verticale depind de poziţia punctelor lor de sprijin pe cele 
două curbe directoare. Pe cilindrul primitiv, fiecare generatoare este pa- 
ralelă cu cea vecină, dar după deformarea produsă prin schimbarea pozis 
tiei curbei (ab, a'b’), generatoarele devin inegal înclinate faļă de planul H. 
” — Un punct oarecare: M (m, m') se găsește pe suprafață dacă proiecţiile 
sale sint pë proiecţiile de același nume ale unei aceleiaşi generatoare. Dacă 
se cunoaște proiecția orizontală m, a unui punct, se deduce cu uşurinţă pros 
jecția sa verticală; dacă însă e dată proiecția verticală m a unui punc; 


Pa 
1 F, Hohenberg, Konstruktive Geometrie in der Technik, p. 205, 


| 
| 


? 
$ 
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se poate afla proiecția orizontală m, numai in cazul cind se cunosc proiec- 
piile generatoarei pe care este situat punctul. 

Planele secante care trec prin dreapta de intersecție dintre planele celor 
două directoare taie suprafața și cilindrul după curbe identice. Secţiunea 
cu un plan oarecare este dată de punctele de intersecție dintre generatoarele 
cilindroidului şi planul secant. 


6. Proprietăţi generale ale suprafețelor riglate 


a. S-a arătat că suprafețele născute prin mişcarea continuă a unei drepte 
supuse la trei condiţii simple se numesc suprafețe riglate. Citeva suprafeţe 
riglate au fost studiate în paragrafele precedente. 

Suprafețele riglate se impart în două clase: supra- 
feţe desfășurabile şi suprafeţe nedesfășurabile sau strimbe. 

Dintre suprafețele riglate destășurabile au fost stu- 
diate conul și cilindrul, care se bucură de proprietatea 
invarianţei planului tangent în lungul aceleiaşi genera- 
toare. Suprafeţele strimbe nu se bucură de această 
proprietate. j 


b. Legea lui Chasles. Fie Go şi G, două generatoare 
Fig. 398 infinit vecine ale unei suprafețe riglate (fig. 398) şi DD’ 
distanța lor minimă care este infinit mică. Prin D’ 

se duce G, || Go şi se secționează aceste trei drepte cu un plan perpen- 
dicular pe Go (62). Triunghiul MMM, ale cărui viriuri sint punctele 
de intersecție dintre cele trei drepte şi planul secant, este dreptunghic: 


M,=90° ; iar a = M, MM, este unghiul plan corespunzător unghiului diedru 
format de planele [GG] şi [M,MoGol- Din triunghiurile dreptunghice : 
MMM, şi M>D'M, rezultă: 


MM, = MoMsts0 = MD. tgs. (1) 


TR ST ^a DNN 
Se notează: M,D' = MPD = z; MoM, =DD = p; deoarece s = “DM, 
este infinit mic, poate fi substituit tangontei. Prin urmare, relația (1) se 
poate scrie: 


tgo = aag (2) 


M 
Trecindu-se la limită, piciorul D al porpendicularei comune tinde către o 


poziție care este punctul central al generatoaroi Ga; planul [G,DD'] tinde către 
planul tangent în acest punct, iar planul [707,60] tinde către planul 


266 


GEOMETRIE DESCRIPTIVĂ 


tangentin M, Raportul 2. tinde în general către o limită finită k, numit para- 
e 

metru de distribuţie, asttel că formula (2) devino; 

à IL 


k (3) 


Aceasta (3) este formula lui Chasles ȘI dă legea de variaţie a planului tan- 
gent în lungul unci aceleiași generatoare, Din această formulă rezultă : 
 Pangenta irigonometrică a unghiului format de un plan tangent într-un punct 


tg0 = 


“al unei generatoare cu planul său central este proporțională cu distunţa acestui 


punct la punctul central şi este exprimată prin cûtul dintre această, distanţă 
şi parametrul de distribuţie al generatoare. 


c) Discuţie. 1) Se presupune k 0 și finit. Planele tangente în diferitele puncte ale 
unci generatoare sînt istincte, iar suprafața este strimbă (nedesfășurabilă). 


Dacă æ variază între — 00 şi + co, 6 creşte de la — Sla + T deci, cind punctul 
de tangenţă parcurge în întregime generatoarea, planul | tangent corespunzător se roteşte 
în jurul generatoarei cu 180%. Pentru z = 0, rezultă 0 = 0, iar planul tangent are ca 
punct de tangenţă punctul central și se numeşte plan central. Dacă x = w, Ò SE, pla- 
nul este tangent în punctul de iai infinit al generatoarei și se numeşte plan mă planul 


asimptot este perpendicular pe planul central. , 
Cind suprafața are un plan director, planele sale asimptote sînt paralele cu acest plan. 
Pentu 0 22 T avem æ = k, iar planul tangent face un unghi de 45° cu planul central; 
TERAS SE E P S = 
punctul său de contact esi o distanţă de punctul central egală cu parametrul de 
distribuţie al _generatoarei. eat 
2) Cind k= 0 rezultă 6 = A » oricare ar fi v0. Planul tangent este acelaşi ìn 


tot lungul generatoarei, în afară de punctul central unde este nedeterminat. Dacă această 
roprietate există pentru toate generatoarele, suprafața este desfășurabilă şi e un con. 
Enemi în care planul tangent este nedeterminat este vîrful conului. 

3) Cînd k = œ, oricare ar fi z, se obține 0 = 0, afară de cazul z = %. Planul 
tangent este acelaşi în tot lungul generatoarei şi se confundă cu planul central. În punctul 
de la infinit al generatoarei, planul tangent este nedeterminat. În acest caz s = 0. Dacă 
această proprietate are loc pentru toate generatoarele, atunci suprafața este desfășu- 
rabilă, şi este un cilindru. 

Observare. Consecințele scoase din formula lui Chasles nu sînt adevărate în cazul cind 
proprietatea considerată nu are loc decît pentru generatoare izolate. Aceste generatoare 


se numesc singulare. Dacă planul tangent este acelaşi în două puncte distincte ale unei 
generatoare, el este acelaşi în tot lungul generatoarei. 


7. Suprateţe riglato generale 


a) Buprateţe destășurabile. Fie linia poligonală strimbă PP. £P; (Ñg 399). 
Suprafața poliedrală ale cărei feţe sint planele : [Pab], [Puac]...ete. se poate 
destășura pe un plan. La limită, poligonul PP,...P, devine curba strimbă 
(T); iar laturile PP, PiP? dovin tangente la această curbă, care poartă nu- 
mele de linie de stricpiune: Aceste tangente sint generatoarele unei supraleţe 


i CC. 
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destășurabile. Planele feţelor poliedrului devin tangente la această supra- 
mpa are p mae $ p 
faţă și în acelaşi timp osculatoare la curba de stricţiune (1). Aceste supra- 
fețe poartă denumirea generală de tors (fig. 400). 

„Cele două feţe ale torsului sint tangente în lungul curbei de stricţiune (T), 
iar secţiunea făcută în suprafață cu un plan Stai suprafața după o curbă 
(vìy*), care are punctul de intersecţie i, dintre [5] și (1), punct de întoarcere. 


Y 
| 


W7 


Fig. 399 ‘Fig. 400 


Transformata unei curbe a torsului prin desfăşurare îşi păstrează lungimea ; 
de asemenea se păstrează unghiurile a două generatoare. 

Ținîndu-se seama de valorile parametrului de distribuție din formula lui 
Chasles : k = 00 și k= 0, cărora le corespund cilindrul şi conul, se observă 
că valorii k=0, care arată că cea mai scurtă distanță între două generatoare 


vecine este infinit mică în raport cu unghiul < al generatoarelor, este o pro- 
prietate care defineşte torsul. Se poate arăta că : torsul, conul și cilindrul 
sînt singurele suprafețe desfăşurabile. Pentru acest motiv, torsul este o su- 
prafaţă importantă pentru aplicaţii. 

Curba de stricțiune a conului este virful său, iar a cilindrului este la in- 
finit. ; 

b) Moduri de generare ale suprafețelor riglate destăşurabile. Proprietatea 
unei suprafețe de a fi desfăşurabilă echivalează cu o condiție. Pentru ca un 
ansamblu de drepte să dea naştere la o suprafaţă riglată oarecare trebuie 
să îndeplinească trei condiţii simplet. Pentru a obţine însă o suprafaţă des- 
făşurabilă sînt suficiente numai două condiţii simple deoarece una este de 
a fi desfășurabilă. Deci o dreaptă generează o suprafață destăşurabilă dacă 
se sprijină pe două curbe directoare, pe o curbă directoare şi o suprafață 
sau pe două suprafețe, care sint condițiile simple arbitrare, - : 

1)-Fie (fig. 401) curbele (C) şi (C™), care sînt directoarele un 
desfășurabile, şi generatoarea G, care le intersectează în A şi A+. Deoa noA 
suprafața desfăgurabilă este întășurătoarea planelor sale tangente, care 
conțin și tangentele t Și t* la cele două curbe, rezultă că: suprafața 


ei suprafețe 


1 Condiţia simplă consistă în obligaţia dreptei de a intilni o curb ; 
tangentă unei suprafeţe date: à dată sau să fe 
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desfășurabilă ale cărei curbe directoare sint (C) și (C*) este înfăşurătoarea 
planelor tangente comune celor două curbe. 

Această proprietate foloseşte pentru a construi în epură proiecţiile genera- 
toarelor unui tors, cind se cunosc proiecţiile a două curbe situate pe suprafață. 

2) Fie torsul ale cărui curbe direc- 
toare sìnt cercurile (w) şi (%1), situate 
în plane paralele cu planele de pro- 
secţie Æ şi V, a căror dreaptă de inter- 
secție este frontala (A f) (tig. 402). 


Fig. 401 


Fig. 


Planul tangent în lungul unci generatoare conţine, după cele arătate, tan- 

gentele la cercurile (w) şi (44). Deci pentru a construi o generatoare G co- 

; - respunzătoare unui punct (dd')€(%,), se duce tan- 

= genta la (œ) în punctul considerat, ale cărei proiecții 

= sint (ed, e'd'); tangenta la (w) este (ed,, e'di). Punctul 

= (ee') este punctul de concurență al celor două tan- 

gente. Aceste tangente determină planul tangent la 

tors, în lungul generatoarei G, ale cărei poiecții sint 

(dd,, d'd1). În acest mod se construiesc atît planele 
tangente cît și proiecţiile oricărei generatoare. 


Aplicaţie 


Suprafețele torsale sînt des întilnite în tehnică. În ceea ce 
urmează se dă un exemplu (fig. 403). Fie (C) şi (Cı) două con- 
ducte cilindrice cu raze diferite, racordate cu ajutorul unei su- 
praleţe torsale, ale cărei curbe directoare sìnt cercurile (o) şi 
(0.), situate într-o poziţie asemănătoare celeia din epura prece- 
dentă. Pentru a obţine o generatoare oarecare (ay, ay”) a tor- 
sului, se construieşte în « tangenta «ß la cercul (a), a cărei 
proiecţie verticală este (a €o’), (o” este urma verticală a pla- 
nului în care este cuprins cercul o), iar din 6' se duce tan- 
genta By” la (oi). Generatoarea este determinată de punctele 
(a, a’) și (Y, Y’): i a 

Pentru a obține desfăşurarea torsului se va rectifica arcele 
curbolor diroctoaro care limitează porţiunea de suprafată ce se 
desfăşoară și so află adevăratele mărimi ale unui număr con- 
venabil de genoraloare, + 

~ c) Moduri do gonoraro nle supratețelor riglate e aaa 
rabilo, O suprataţă riglată strimbă fiind născută de o dreaptă 


rig, 403 
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ce satisface trei condiţii simple, rezultă că o suprafaţă strimbă este generată de o 
dreaptă care : 

1) se sprijină pe trei directoare drepte sau curbe; k i 

2) se sprijină pe două directoare curbe sau drepte şi e tangentă unei suprafeje date, 
nuntă suprafajă simbure ; | 

X se sprijină pe o directoare dreaptă sau curbă și e tangentă la două suprafeţe date; 

A) este tangentă la trei suprafeţe date. K 

Se poate lua una dintre directoare situată la infinit, considerind-o ca secțiunea cu 
planul de la œ, a unui con cu generatoarele paralele cu generatoarele suprafeței. Conul 
se numeşte con director al suprafeței. Un exemplu de suprafață strimbă cu con director 
este hiperboloidul cu o pinză. Cind conul director se reduce la un plan, se obţin supra- 
feţele strimbe cu plan director, Paraboloidul hiperbolic este o suprafață cu plan director. 


8. Racordarea suprafețelor 


Dacă două suprafețe strimbe au o generatoare comună și în trei puncte 
oarecare ale acestei generatoare au aceleaşi plane tangente, ele vor avea 
acelaşi plan tangent în toate punctele generatoarei comune. Pentru acest 
motiv se spune că cele două suprafețe se racordează în lungul acestei genera- 
toare. Deci construirea planului tangent într-un punct la o suprafaţă riglată (X) 
se poate reduce la construirea planului tangent la o suprafață riglată (S) 
de ordinul al doilea, care are o generatoare comună cu (È) ce trece prin 
punctul dat. 


a. Paraboloid de racordare (fig. 404). Fie G generatoarea unei suprafețe strimbe (£) 
care a fost secționată cu trei plane normale P,, Pa, P, faţă de G, în punctele A, B şi C. 
Secțiunile făcute în suprafață prin aceste plane admit ca tangente în punctele de mai 
înainte dreptele Au, BB, şi Cy. Planele 7, = [G, A«], Ta = [G, BR) şi T, = [G, Cy] sînt 
tangente suprafeței în punctele A, B, C. Dreptele Aa, BB, Cy, fiind paralele cu un acelaşi 
plan, definesc un paraboloid care, avînd comun cu (£) generatoarea G admit în lungul 
acestei generatoare aceleaşi plane tangente. Aceste suprafețe se racordează în lungul 
generatoarei G, iar paraboloidul definit mai înainte se numeşte paraboloid de racordare. 
Deoarece planele P; pot fi înclinate oricum față de G, rezultă că există o infinitate de 
paraboloizi ce se racordează cu suprafața (2) în lungul generatoarei G. 

Fie în epură suprafața riglată (3) ale cărei curbe directoare sînt T, (Yi yi) şi Tila), 
care au [H] ca plan director (fig.1404 a). Pentru a construi planul tangent într-un punct 


Fig, 404 Fig. 404a 
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(pp”) al generatoarei (mn, m'n’) se consideră paraboloidul care se racordează cu supra- 
fața dată în lungul generatoarei (mn, m'n’), ale cărui directoare sînt tangentele în (mm) 


şi (nn) la (Ya vi) şi (Ya Y2), Planul director al acestui paraboloid este de asemenea [H]. 
Planul tangent la (5) în (pp) are urma orizontală 7 și coincide cu planul tangent la 

N paraboloid în (pp”), care se construiește după cum 
s-a arătat cind s-a studiat paraboloidul. 

b. Hiperboloid de racordare (fig. 405). Fie supra- 
fața strimbă (2) dată prin trei directoare curbe D, D,, 
D, şi o generatoare G care se sprijină pe cele trei di- 
rectoare în punctele a, b,c. Dacă se înlocuiesc cele trei 
directoare curbe D, D,, D, prin tangentele lor în punc- 
tele a, b, c, tangente care nu sînt toate trei paralele între 
ele şi nici două cîte două, dreptele care se sprijină pe 
aceste tangente generează un hiperboloid care se racor- 
dează cu suprafaţa strimbă în lungul generatoarei G. 
Dacă cele trei tangente sînt într-un același plan, hiper- 
$ 3 boloidul se reduce la acest plan, care e planul tangent 

Fig. 405 unic la suprafaţa strimbă în lungul generatoarei con- 

siderate. În acest caz, generatoarea este singulară. Dacă 

tangenta dusă la una din directoarele suprafeței (2) se roteşte în planul tangent la supra- 
faţă în jurul punctului său de contact, se obţin o infinitate de hiperboloizi care sè ra- 


cordează cu (2). 


9. Pasaj strîmb 


clădiri. Această suprafaţă este generată de o dreaptă care se sprijină pe trei 
directoare sau pe două cercuri și o dreaptă. În epură (fig. 406) s-au considerat 
cercurile 0, şi O, situate în două plane de front cu centrele în același plan 

- de nivel şi cu razele egale. Dreapta (DD') € [H], a treia directoare, este si- 
tuată la egală distanţă de O, și 0,. Aceasta este o suprafaţă riglată strimbă, 
care face parte din clasa suprafeţelor riglate nedestăşurabile. 

Proiecţia verticală g' a unei generatoare trebuie să treacă prin D’, deoarece 
(DD') 1 [V] este o directoare a suprafeţei. 

Planul de capăt care trece prin (DD) şi a cărui urmă verticală se confundă 
cu g' intersectează cercurile O, şi O, inia’, B’, y’ şi 8, care sînt punctele de 
sprijin pe directoarele O, şi 0, a patru generatoare. Proiecţiile lor orizontale 
sint : ay, «ò, By şi Bò. Generatoarele By şi «ò trec prin centrul œ al paralelo- 
gramului «ßyò. Cind planul de capăt de mai înainte se roteşte în jurul di- 
pectoarei (D, D’), dreptele care trec prin o descriu un con care se lasă de o 
parte și se consideră numai suprafaţa riglată născută de generatoarele de 
tipul ay, Pò. Suprafața obţinută este suprafața pasajului sirimb, care este 
de grad superior. Planul tangent într-un punct al suprafeței se găsește cu 
ajutorul unui hiperboloid de racordare. Astfel, planul tangent în punc 
tul M (n, me G (gg) se obţine construind hiperboloidul de racordare, ale cărui 
directoare sint; (D, D’), (P' ú BF.) și (Dt, SF). Planele tangente în lungul 

oneratoarelor (ac,.a'c') și (bd, b'd') nu variază, deoarece tangentele în (aa”) 
și (e d) la (0.04) şi (0,04) sint verticale şi prin urmare paraboloi Ali pri 
cordare este redus la un plan. Planele tangente în A (aa') şi C (cc) 


Pasajul strimb sau suprafața „biais passé“ este întilnită în unele construcţii de 
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aceleași, sint aceleaşi în tot lungul acestor generatoare. Acestea sint genera- 
toare singulare. 


Secţiunea cu un plan se obține luînd intersecțiile unui număr convenabil 
de generatoare cu planul secant. 


` 


Fig. 406 


Exerciţii 
1) Să se găsească proiecţiile unui hiperboloid de revoluţie cu axa verticală, cunos- 
d proiecţiile a două generatoare de sistem diferit. j . 
cin 2) Se A un hiperboloid de rotație cu axa verticală şi o verticală A. Să se construiască 
un hiperboloid egal cu precedentul, a cărui axă să fie A şi să treacă printr-un punct dat. 
3) Să se ducă la un hiperboloid de revoluţie cu axa verticală un plan tangent, ale 
cărui urme să fie în prelungire şi care să treacă printr-un punct dat, 
4) Bă se afle secţiunea făcută într-un hiperboloid de revoluţie cu planul bisector ti. 
5) Să se afle intersecția dintre un hiperboloid de revoluție cu un con ce are comun = 
hiperboloidul o generatoare. : i pS 
Z 6) Să se ale tatorsocția dintr-un hiperboloid de revoluție cu axa verticală cu un 
cilindru circular drept, al cărui cerc director este tangent proiecției orizontale a colierului. 
7) Bă se găsească pe un paraboloid hiperbolic, cu plan director orizontal, generatoarele 
care fac unghiuri de 45° cu OX. 
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8) Să so determine un paraboloid hiperbolic, cunoscind axa, virful şi o generatoare. 
9) Să so determine conturul aparent orizontal al unui paraboloid hiperbolic ce trece 
prin cele patru laturi ale unui patrulater strimb ABCD, ştiind că AB și CD sint orizontale, 
10) Să se găsească proiecţiile secțiunii cu un plan oarecare într-un paraboloid hiper- 
bolic cu plan director orizontal și ale cărui directoare sint o dreaptă de front și o dreaptă 
paralelă cu bisectorul al doilea. SA j sait) 
11) Să se găsească proiecţiile punctelor de intersecţie dintre o dreaptă verticală și 
un paraboloid hiperbolic ce are ca plan director planul H. i ; 
12) Să se găsească intersecția dintre un paraboloid hiperbolice cu plan director ori- 


zontal cu un cilindru de revoluție, a cărui axă este o generatoare orizontală a para- 
boloidului. 


CAPITOLUL XI 
ELICEA. SUPRAFEȚE ELICOIDALE 


1. Elicea cilindrică 


a. Detiniţie-generare. Elicea cilindrică este curba trasă pe un cilindru 
care întilnește generatoarele sub un unghi constant. Dacă cilindrul este cir- 
cular drept, elicea cilindrică se mai numeşte și circulară. Complementul un- 
ghiului 0 dintre tangenta la elice şi generatoarea ce trece prin punctul de 


= . . . Ai AS . 
contact se numeşte unghiul elicei. Dacă 0=90°, elicea se confundă cu sec- 


Pas 

țiunea normală a cilindrului, iar dacă 0=0°, elicea se confundă cu o genera- 
toare. Arcul de elice cuprins între două puncte de intersecţie consecutive cu 
aceeaşi generatoare se numește spiră, iar segmentul H de generatoare vu- 
prins între aceste două puncte se numeşte pas. Dacă se desfăşoară cilin- 
drul pe care este trasă o elice, transformata ei prin desfăşurarea cilindrului 
este o dreaptă, deoarece întilnește sub un unghi constant fasciculul de drepte 
paralele ce corespund generatoarelor pe. desfășurarea cilindrului. Pentru că 
~ îm desfășurare lungimile se păstrează, rezultă 
că distanța minimă între două puncte nesituate 
pe aceeași generatoare a unui cilindru este dată 
de un arc de elice. 

Dacă pentru un observator, situat pe axa 
cilindrului, elicea se îndepărtează în sensul 
acelor unui ceasornic, elicea se numește dreaptă 
sau directă, în caz contrar se numeşte stingă 
sau retrogradă (fig. 407). 

O elice este determinată dacă se cunosc: 
cilindrul pe care e trasă elicea, originea (punctul 
de plecare), unghiul 0, sau pasul şi sensul. 

b. Fie AB transformata secţiunii normale 
prin desfăşurarea unui cilindru circular drept şi 
AA' transformata elicei (fig. 408). Dacă se 
Fig, 407 referă transformata secţiunii drepte şi transfor- 
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mata elicei la un sistem de axe rectangulare cu originea în A și axul zAB, 
atunci ordonata Pp, a unui punct oarecare P, situat pe elice, este distanța 
de la punot la secţiunea normală, iar abscisa, arcul corespunzător al 
cercului de secțiune normală. 


Fig. 409 


Pa 
Deoarece : Pp=Ap.tg; (0—A'AB), 
rezultă : 


Prr constant. 
o Ap 

Deci, elicea este curba trasă pe un 
cilindru circular ale cărei puncie au 
ordonata proporțională cu abscisa lor 
curbilinie. 

c. Dacă AB=2rR, (Fig. 408) atunci 
BA' = H este pasul elicei. Din triun- 
ghiulA’A B rezultă : H = 2rR -tg .Se 
numeşte pas redus cîtul : 

H 
h= 2m 

d. Tangenta la elice (fig. 409). Fie 
MP şi M'P' două generatoare infinit 
vecine ale. unui cilindru întîlnite în M 
şi M’ de o elice. Cînd M'—M, secanta 
MM’ devine tangentă la curbă. Astfel, 
planul tangent corespunzător la cilin- 
dru cuprinde tangenta în M la 
elice a cărui urmă este concurentă cu 
urma planului în punctul P. Dacă se 
desfăşoară cilindrul, Em şi Ep sînt 
transtormatele arcului de elice EX şi 
ale arcului de secțiune normală EP. 


N a 
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A A A 
Din APMT se poate scrie: MP = PT. tg 0; (0 = T = E); iar din AEmp: 
mp = Ep. tg 0. Deoarece mp = MP, rezultă PT = Ep = EP. 

Deci, subtangenta punctului M este egală cu lungimea arcului cuprins intre 
originea elicei și generatoarea respectivă, iar tangenta este dreapta ce uneşte 
punctul de contact cu extremitatea subtangentei. Locul punctului T este desfăşu- 
rata (evolventa) cercului de bază, avind ca origine punctul E. A ; 

Deoarece tangentele la o elice fac cu planul secțiunii normale a cilindrului 
un unghi constant, conul ale cărui generatoare sint paralele cu tangentele 
elicei, numit con director, este de rotaţie. 

Pie în epură (fig. 409 a) arcul de elice (o,o) şi un punct 

M(m,m')&(6,s'). A 

Pentru a construi proiecţiile tangentei în M, se determină unghiul 0 al 

tangentelor la elice care este dat de —b*a'b;, ce se obţine desfășurind por- 


țiunea de cilindru corespunzătoare arcului de cerc anb. Segmentul b*b; este 
Jumătatea pasului normal, iar ab! = R,(R raza cilindrului). Proiecţia ori- 
zontală a tangentei este tangenta t în m la cercul o. Pentru a obţine pro- 
iecţia verticală a tangentei, se consideră virful conului director în 

D = oz a'b*. 

Proiecţia orizontală a generatoarei corespunzătoare pe conul director 
este on || mt, a cărei proiecţie verticală este p'S. Cum această generatoare 
este paralelă cu tangenta căutată, rezultă că proiecția verticală a tangentei 
în M (m, m’) la elice este m || Sr”. 

e. Proiecţiile elicei. Dacă elicea e trasă pe un cilindru circular drept cu 
baza în planul H, proiecția ei orizontală este cercul de bază al cilindrului. 
Pentru a obţine proiecția verticală se divide cercul de bază şi segmentul 
A'A", care este pasul elicei, într-un același număr de părți egale, de exemplu, 
în opt părți. Proiecţia verticală a elicei se obţine ridicând punctele de divi- 
ziune m, q, p...ale cercului pe paralelele cores- 
punzătoare duse prin punctele de diviziune ale 
generatoarei A'A”; (fig. 410). 

Pentru a afla natura acestei curbe, se raportează 
la sistemul de axe rectangulare zoy, cu originea 
în punctul de inflexiune a proiecției verticale, iar 
axa absciselor paralelă cu linia de pămînt. Coor- 
donatele unui punct -M (mm!) situat pe elice 
(fig. 411) sînt: 


xz = Om* = R. sinb şi 
y = m'm* = arc. Om'. tga = RO. tga, 
unde ~ este unghiul elicei. 


Decă se pune: R tga = k =>) y = kð şi elimi- 
nínd 9, între prima relație și ultima, se obține : 
g= R sgin f 4 


t 
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„Deci proiecția elicei pe planul vertical — caro este un plan paralel cu axul 
cilindrului — este o sinusoidă. 


î. Transtormata elicei prin inversiune, Fie cilindrul circular drept al cărui core directe 
al e ore stor 

(0) e LH) Îi ale cărei gonoratoare do contur aparent vertical sint g’ gi gi, po caro so iei 

sează o olice de unghi œ (fig. 412). Transformatul prin inversiune fiind torul coaxial cu 


dN aAa Na 


Fig, 411 i Fig. 412 


cilindrul, al cărui cerc generator este transformatul unei generatoare, curba ce cores- 


PN 
punde pe tor elicei întilneşte cercurile meridiane sub unghiul constant «. Aceasta este 
o curbă lozodromică a torului de unghi g. 

Pentru a obţine în epură proiecţiile acestei curbe, se divide generatoarea g’, a cărei 
inversă este cercul meridian (4), în părţi egale : Z, 2... 8..., care corespund punctelor de 
pe elice proiectate orizontal în 7, 2... 8..., pe cercul după care este proiectată elicea. 
Ca pol, se ia proiecția verticală O”, a punctului O. Unind în proiecţie verticală 1^ cu 0’, 
se determină paralelul care corespunde primei generatoare rectilinie considerate. Punctul 
corespunzător de pe curba loxodromică se obţine ducînd pe raza 01 lungimea Oa, egală 
cu distanța punctului 7’ la axa z’. În mod analog se obţin celelalte puncte ale curbei 
loxodromice. 


2. Rlicoidul strîmb 


a) Generare. Elicoidul strimb este generat de o dreaptă supusă unei 
mișcări elicoidale în jurul unei axe. Dacă generatoarea este concurentă cu 
axa, suprafața elicoidală se numeşte azială sau închisă; iar dacă genera- 
toarea nu întâlneşte axa, elicoidul se numeşte deschis. Elicoidul este drept sau 
oblic după cum generatoarea e A EUL sau nu față de axă. Punctele 
generatoarei. descriu elice care au același pas şi acceaşi axă, Dacă genera: 
toarea nu întilnește axa, piciorul perpendioularei comune dintre axă și 
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generatoare descrie o elice situată po un cilindru de rotaţie, care se numește 
suprafață simbure a elicoidului. Elicea situată pe acest cilindru este elicea 
colier; aceasta este linia de stricțiune a elicoidului și reprezintă locul geo- 
metric al punctelor centrale. 
Deoarece generatoarele elicoidului fac un unghi constant cu un plan per- 
pendicular pe axa elicoidului, conul director al elicoidului strimb este de rotaţie. 
b. Reprezentare (fig. 413). Fie eli- 
coidul ale cărui generatoare (ph, p'h') 
fac unghiul f cu planul H și a cărui 
elice de stricţiune (apb, 4p'b') este 
situată pe cilindrul circular drept, 
cu baza cercul (6)€[/7], iar Q (q, g) 
un punct al acestei elice. Proiecţia 
orizontală a generatoarei care trece 
prin Ọ este dreapta qm, tangentă 
cercului (w) în punctul g. Pentru a 
afla proiecția sa verticală, se aduce 
generatoarea considerată printr-o rota- 
ţie de nivel în planul de front al 
punctului Q (q, q'). Proiecţia verticală 
a generatoarei rotite este: gmp, 
iar (m,m4) este urma sa orizontală. 
Revenind la poziţia inițială, se gă- 
sește urma (m,m') a generatoarei, 
a cărei proiecţie verticală este m'g’. 
c. Plan tangent (fig. 414). Fie 
Q (g, q') un punct al suprafeţei situat 
pe generatoarea de front (g,b'g'). 
Elicea care trece prin acest punct 
este situată pe cilindrul de rază og=R'. 
Fig: 413 Planul tangent este determinat de 
tangenta la elicea descrisă de Q (g, g’) 
şi de generatoarea corespunzătoare acestui punct. Proiecţia orizontală a 
tangentei la elice este tangenta gr la cercul de rază œg. Urma tangentei 
pe planul Hi; se află printr-o rabatere pe acest plan. 
Pentru aceasta trebuie să se cunoască unghiul y’ al elicei corespunzătoare 
punctului Q (gg'). 
Cum elicele descrise de punctele unei aceleiaşi generatoare au acelaşi pas h, 
As apluă diferite, deoarece sint înscrise pe cilindri de raze diferite, 
rezultă ; 


SE SE 0 


N NI RN i a ni 


h= R. tgy = R'.tgy' = R”. tgy" = 


unde R, R’... sint razele cilindrilor, iar y, y’ ... eto. unghiurile elicelor. Din 
egalitățile precedente se deduce că : 


, R 
tg Ner n mon tgy. (1) 
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Cu ajutorul acestei formulo (1), se poate construi tangenta la o elice oarecare 
a elicoidului, printr-o rabatere po un plan perpendicular pe axă. Rabaterea 


vangentei este dată do triunghiul ggr, din care rezultă : 


Fig. 414 


9q = 0q'=— qr. coty, (2) 


unde y a fost dat de (1). 

Planul tangent este dat de generatoarea (gk, q'k') şi de orizontala (rb, rb'), 
care uneşte punctul de intersecţie al elicei cu punctul de intersecţie al gene- 
ratoarei considerate cu planul /1'., pe care s-a făcut rabaterea. Deci urma 
orizontală T a planului tangent trece prin urma orizontală & a generatoarei 
și e paralelă cu rb. Urma T” || q'k', pentru că (qk, q'k') este o frontală 
a planului [TT]. 
iile orizontale ale liniilor de cea mai mare pantă ale dife- 
în lungul unei aceleiaşi generatoare a unui elicoid trec 
polul generaioarei.. 


'peoremă. Proiect 
pitelor plane tangente în | 
printr-un. punct fix numit 
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Pentru a demonstra această tooremă se duce gs L rb, care intersectează 
raza wb în p. Trobuio să so arate că œp are o lungime constantă indepen- 
dentă de poziţia punctului (94) pe generatoare, Pentru aceasta se observă 
că Awpq~Aqbr şi prin urmare : 


op _ og (3) 
Din Agq'q'b', rezultă: 
q'q" A b'q"ig f CN qq” = bq. tgp; (q = bq) 
şi þinind seama de (2), relaţia de mai înainte devine: 


qr. coly = bg. tgb.. UE, 


ar tgp 
Deci locul punctului p este dat de: 
op = bg, og = sui = h cot p=ct; (oqg=R, iar h, pasul redus), (4) 
gr tg 


ceea ce trebuia demonstrat. 

Această proprietate a polului 
se extinde asupra tuturor supra- 
fețelor cu con director. Cunoaș- 
terea polului de tangenţă permite 
rezolvarea dublei probleme a 
construirii planului tangent într- 
un punct al unei generatoare și 
determinarea punctului de con- 
tact al unui plan tangent care 
trece printr-o generatoare dată. 

d. Determinarea punctului de 
contact al unui plan tangent 
care trece printr-o ' generatoare 
(fig. 415). 

Fie elicoidul cu axa (o, œz’), 
cu elicea de stricţiune (ee) al 
cărui unghi este y. Generatoarele 
elicoidului fac cu planul H un- 
ghiul 6. Se dă planul tangent 
T, la elicoid, care trece prin 
generatoarea (ha, h'a’) şi se cere 
să se alle punctul] său de tan- 
gențá cu suprafața. Pentru acca- 
ta este necesar să se cunoască 
polul p, de tangenţă a planului 
T', care se găseste luind EF = R 
— raza cilindrului pe care oslo 
trasă, clicca (ee) —, po caro 80 


€ 


Fig. 415 
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construieşte triunghiul dreptunghic GEF, cu B F. Cateta GF = heste pasul 
redus al elicei, iar cateta p = KF, din triunghiul dreptunghic GKF, cu 


eN N 
K = 6, oste raza cercului pe care se află polul p. Polul de tangenţă p este 
situat pe walah, cu ©p = P 
Perpendiculara pr dusă din p, pe urma orizontală 7 a planului tangent 
intersectează generatoarea ha în t, care este punctul de contact căutat. 
În epură s-a folosit numai urma orizontală T a planului tangent, deoa- 
rece urma 7 cu genoratoarea considerată determină planul tangent. 


e. Secţiune cu un plan perpendicular pe axă (fig. 416). Secţiunile cu 
lane perpendiculare pe axă sint egale între ele, diferind prin orientare. 
bo consideră planul orizontal de proiecție ca plan secant. Secțiunea făcută 
cu acest plan este locul urmelor orizontale ale generatoarelor elicoidului. 

Fie (qu, q'u’) o generatoare. Din epură se observă că qu = quo = q” Ug, 
iar din triunghiul uog”q' rezultă ugg = g' q” ctg y- 

Dacă se referă punctul (qg') la un sistem de axe rectangulare cu axa z 
confundată cu axa cilindrului, atunci g'g” = z, și ținind seama de ecuațiile 
elicei şi de relațiile precedente, se poate scrie: qu = k0 ctg y; (z = k0). 

Dacă se notează k ctg y = u (u = const.), relația de mai înainte devine : 
qu = ud, sau p= up; (cu p = gu). 

Ducindu-se prin œ segmentul os, echipolent cu qu, şi luindu-se ca axă 


polară (œ, œ’), perpendiculară pe ab, unghiul wos = 0; de unde rezultă 
-că locul punctului s este dat de gs = ud, care este ecuaţia unei spirale 

Arhimede. Deci: secțiunile în elicoidul strimb cu 
plane perpendiculare pe axă sînt spirale Arhimede. 


3. Elicoid gurub triunghiular 


Elicoidul şurub triunghiular este suprafața gene- 
rată printr-o mişcare elicoidală. de o dreaptă concu- 
rentă cu axa elicei. 

Elicoidul şurub triunghiular are cilindrul sîmbure 
ca şi elicea de stricţiune redusă la axă. Această 
suprafaţă este un caz particular al elicoidului strimb 
şi este determinată dacă se cunoaşte pasul redus h 
al unei elice situate pe suprafaţă şi unghiul B pe care 
generatoarele îl fac cu un plan perpendicular pe axă. 

Conul director al elicoidului este de rotație. Supra- 
fața are două pinze, deoarece generatoarele pot 
fi prelungite dincolo de axă. 

Elicoidul şurub triunghiular! face parte din clasa 
suprafeţelor riglate cu două directoare — axa și 
Fig. 416 o elice —şi con director. 


e ea 
1 Nu trebuie să se confunde suprafața a cărei denumire este cea de sus cu şuru- 


burile întilnite în tehnică. 


i e 
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a. Construirea unei goneratoaro (fig. 417), Se dă elicoidul definit prin axa 
sa (60, z’) şi (abc, a'b'c’) elicoa directoare trasă pe un cilindru, a cărei rază 


esto r, iar B este unghiul goneratoarelor cu planul orizontal. | 

Proiecţia orizontală a gonoratoarei de front este 4w. Pentru a avea prolec- 
ţia ei verticală, se uneşte a! cu punctul f’ situat pe axă, punct care este 
determinat de relaţia: wf' = r tg B. Pa, 

Fie M (m, m') un punct oarecare al elicei directoare; Proiecţia orizontală 
a generatoarei care trece prin acest punct este w7, iar. proiecția verticală 
este concurentă cu axa (cz) într-un punct f” a cărui cotă este egală cu 
suma dintre cota punctului (mm) şi è= r-tgB = wf’, [of — cota 
punctului (f7')]. Proiecţiile verticale ale generatoarelor infășoară o curbă care 
este conturul aparent vertical al elicoidului. Pe planul H această supra- 
faţă nu are contur aparent. 


b. Secţiune cu un plan perpendicular pe axă (fig. 417). Fie [H] planul 
secant, şi generatoarea (coma, fim) a cărei urmă orizontală este u,. Secţiunea 
este locul geometric al urmelor genera- 
toarelor pe: planul M. Se observă din 
epură că: 


OU = OM F Matu: (1) 


Deoarece r este raza cilindrului pe care e 


trasă elicea, iar @ unghiul generatoarelor 
cu planul orizontal, relaţia de mai înainte 
se poate scrie : 


ou, = r mama ` ctg p, (2) 
însă : 
mimi 2; 
‘şi prin urmare : 
=r + koctgß (p =m), (3) 


care este ecuația în coordonate polare a 
unei spirale Arhimede. 

Această spirală trece prin œ, prin a şi 
u, şi dacă se consideră suprafața în toată 
întinderea sa, atunci secţiunea este o spirală 
completă ale. cărei puncte duble corespund 
eicelor duble de pe suprafaţă, care sint 
generate de punctele de intersecție a pere- 
chilor de generatoare coplanare. 


Fiu, 417 


Oge 
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“A Plan tangont (fg. 418). Pentru a găsi planul tangent în punctul (r, 7’) 
situat pe genoratoarea (mu, m'u’), se află intii polul P al generatoarei. 


N $ š 
Vie B unghiul generatoarelor cu planul Z/, și y unghiul elicei. Din w se 
duce oP Lom, iar wP = à, undo à = 4 ctg B; h este pasul redus. Punctul P 


Fig. 418 Fig. 419 


este polul de tangenţă al generatoarei. Dreapta Pr este proiecția orizontală 
a dreptei de cea mai mare pantă față de planul H a planului tangent. 
Urma orizontală Q a planului tangent este perpendiculara dusă din urma 
orizontală u a generatoarei pe rP. 


d. Determinarea conturului aparent vertical. Conturul aparent vertical 
este întășurătoarea proiecţiilor verticale ale generatoarelor (fig. 419). 

Punctul în care proiecția verticală c'r’ a generatoarei CR e tangentă con- 
turului aparent vertical este proiecția verticală a punctului în care planul 
proiectant, pe planul vertical, al generatoarei este tangent la suprafață. 
Pentru a determina acest punct, pe proiecția orizontală wc a generatoarei 
se duce 08 |Loc, cu os = hetg B; punotul s este polul generatoarei. Puno- 
tul de tangenţă fiind interseoţia generatoarei ou perpendiculara dusă prin 
pol pe urma planului tangent — care esto perpendiculară pe linia de pămint —, 
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rezultă că : sr || 0X; punctul (7r'), de intersecţie dintre această perpendiculară 


şi generatoare, este punctul căutat. 


Repetind construcţia pentru diferitele generatoare, se obține conturul 


R ai n 


Fig. 420 


Fig. 421 


aparent vertical prin puncte, care este tangent la proiecția verticală a elicei 
directoare, ca şi proiecției verticale a axei. Se observă că proiecția verticală 
a generatoarei de front (ca, a'm’) are punctul de tangenţă la co; aceasta 
este asimptotă la curba de contur aparent vertical. 


Aplicații 


Suprafețele elicoidale sînt foarte des întilnite în tehnică. Una dintre cele mai vechi 


aplicații ale elicoidului strîmb este şurubul hidrofor 


ridicarea apei. Acesta este format din- 
tr-un tub cilindric, în interiorul căruia 
se află un elicoid strîmb coaxial cu cilin- 
drul. Punînd un capăt al cilindrului într-un 
rezervor cu apă şi imprimînd axei o miş- 
care de rotație, suprafața elicoidală 
împinge apa la un nivel superior. 
Elicoizii strimbi îşi găsesc aplicație 
în construirea fileturilor cu profil triun- 
ghiular sau trapezoidal. În epura 420 se 
arată cum ia naştere aşa-numitul file 
triunghiular, care rezultă din intersecția a 
doi elicoizi strîmbi coaxiali, care au aceeași 
linie de stricțiune e* şi ale căror genera- 
toare g Și g, sînt simetrice în raport cu 
un plan perpendicular pe axă. Figura 421 
înfățișează două şuruburi ale căror elice 
directoare sint inverse una alteia, Elicea 
din A este dreaptă, iar cea din B, stingă. 
Becţiunile cu plane perpendiculare po 


al lui Arhimede, care serveşte la 
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axă sint curbele do intrare ale şurubului în piuliță şi sint formato din arce de spirală 
Arhimede (fig, 422), 

4. Elicoidul strîmb cu plan director 


Acest elicoid este generat de o dreaptă antrenată într-o mișcare elicoidală 
în jurul unei axe, pe care este perpendiculară, dar nu-l intilnește (fig. 423). 
2674] 


e e, (o 
ni 


Di 


Tig. 423 


Punctul generatoarei care corespunde perpendiocularei comune cu axul 
descrie o elice situată pe un cilindru circular drept, care este suprafața 


simbure a elicoidului, Această suprafaţă este un caz particular al elicoidului 
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strimb, ale cărui generatoare au unghiul 6 = 0, conul director degenerat în 
plan iar parametrul à = h + ctg B de tangenţă, este co. 


Dacă Æ este planul director, generatoarele elicoidului sint tangentele ori- 


zontale la cilindrul simbure, al căror punct de contact se găsește pe elicea 


de stricţiune. Astfel, generatoarea (gg') are 
proiecția orizontală g, tangentă la cercul (wa), 
care este proiecția orizontală a cilindrului; 
punctul de contact este (tt), iar proiecția 
verticală este g’ ||0X. ~ J 

Se observă că, în acest caz, folosirea polului 
pentru construirea planului tangent nu este 
aplicabilă, deoarece raza cercului polar este 
infinită. Se poate însă determina planul 


Fig. 424 Fig. 425 


tangent într-un punct (n, n') € (gg'), cu ajutorul tangentei la elicea des- 
crisă de (nn'), a cărei proiecție orizontală este tangentă în n la 
cercul de rază œn. Urma orizontală a tangentei se află cu ajutorul subtan- 
gentei ei, ştiind că raportul subtangentelor (Sy) la elicele descrise 
de punctele unei generatoare este egal cu raportul razelor. 

Deoarece Sy = at, este subtangenta tangentei în (ît') la elicea directoare 
(e, e), rezultă în proiecţie orizontală relaţia : 


cot tb 


On, bin 


; (b=at). 


Deci se poartă pe tangenta în n, la cercul de rază an, lungimea nb*=n,b,. 
Punctul b* fiind urma orizontală a tangentei la elice, urma orizontală 7 
a planului tangent în (nn') trece prin b* şi e paralelă cu tò. 
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strimb, alo cărui gonoratoaro au unghiul B = 0, conul director degenerat în 
plan iar parametrul A = A + ctg B de tangenţă, osto co. 

Dacă Æ osta planul director, goneratoarele elicoidului sint tangentele ori- 
zontale la cilindrul simburo, al căror punct de contact se găsește pe elicea 
do strioțiune. Astfel, generatoarea (gg') are 
proiecția orizontală g, tangentă la cercul (wa), 
caro esto proiecția orizontală a cilindrului ; 
punctul de contact este (74), iar proiecția 
verticală este g' || 0X. à A 

So observă că, în acest caz, folosirea polului 
pentru construirea planului tangent nu este 
aplicabilă, deoarece raza cercului polar este 
infinită. Se poate însă determina planul 


Fig. 425 


tangent într-un punct (n, n’) € (gg'), cu ajutorul tangentei la elicea des- 
crisă de (nn'), a cărei proiecţie orizontală este tangentă în n la 
cercul de rază œn. Urma orizontală a tangentei se află cu ajutorul subtan- 
gentei ei, știind că raportul subtangentelor (57) la elicele descrise 
de punctele unei generatoare este egal cu raportul razelor. 

Deoarece Sp = a't; este subtangenta tangentei în (tt) la elicea directoare 
(e, e), rezultă în proiecţie orizontală relația : 


ot tb 


— =Œ 


on bin 


; (b = a't). 


Deci se poartă pe tangenta în n, la cercul de rază an, lungimea nò =n b. 
Punctul b* fiind urma orizontală a tangentei la elice, urma orizontală 7 
a planului tangent în (nn') trece prin b* şi e paralelă ou tò, 
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5. Elicoidul drept 


Elicoidul drept sau normal este suprafaţa născută de o dreaptă perpendi- 
culară po axă antrenată intr-o mișcare elicoidală (fig. 424). Generatoarele 
sint paralele cu un plan perpendicular pe axă, care este planul director al 
suprafeţei. Este o varietate a elicoidului strimb cu planul director al cărui 
cilindru simbure are raza nulă. Parametrul de tangenţă ^= h: ctg p 


este infinit @ = 0), deci cercul descris de pol este la co. Axa este linia 
de stricțiune a suprafeţei, iar parametrul de distribuţie a planelor tangente 
este egal cu pasul redus al elicei directoare. 

Planul tangent într-un punct al unei generatoare este determinat de 
genera carea respectivă și de tangenta corespunzătoare la elice și se con- 
struieşte aplicind metoda de la paragraful precedent. 

Secţiunea cu un plan perpendicular pe axă se reduce la o generatoare. 
Suprafaţa nu are contur aparent pe nici unul din planele de proiecţie. 


Aplicaţii 


Blicoidul cu plan director se întilneşte des în aplicaţii. Astfel, în epura 425 sînt 
arătate şuruburile cu filet; pătratic cu o. singură (4), cu două (B) și cu trei (C) intrări. 
Aceste şuruburi provin din intersecţia unui elicoid cu plan director cu un cilindru 
de rotaţie coaxial. Astfel, pe cilindrul (4). sînt considerate două elice directoare e și e*, 
avînd originea pe aceeaşi generatoare şi același pas egal cu dublul distanței din- 
tre e şi e*. Se nasc astfel doi elicoizi, dintre care unul provine din alunecarea celui- 
lalt în lungul axei cu un segment egal cu jumătatea pasului. Suprafaţa care ia naștere, 
intersectînd-o cu un cilindru coaxial a cărui rază este egală cu aceea a cilindrului, mărită 
cu jumătatea pasului, este identică cu suprafaţa născută de un pătrat cu una din 

" laturi așezată pe o generatoare a cilindrului, al cărui plan trece prin axă, antrenat într-o 
mişcare elicoidală. 

Secţiunea, după cum s-a arătat, se compune din generatoare (fig. 426). 

Scările elicoidale sînt suprafeţe elicoidale cu plan director. 

Partea inferioară sau intradosul (fig. 427) este o suprafaţă elicoidală cu plan 
director perpendicular pe axă. 

Panta scării este dată de unghiul elicei directoare. Muchiile treptelor sînt secţiuni 
făcute cu plane perpendiculare pe axă. 


6. Elicoidul destăşurabil 


Acest elicoid este generat de o dreaptă antrenată într-o mişcare elico- 
idală, tangentă la elicea directoare. Deci generatoarele au aceeaşi înclinare 
faţă de un plan perpendicular pe axă, iar conul director este de rotaţie. Elicea 
este curba de stricţiune a suprafeței. Secţiunea cu un plan perpendicular 
pe axă este o desfășurată a cercului cu originea în q. Originea a este un 
punct cuspidal, deoarece secțiunea este formată din două ramuri : una cores- 
punde tangentelor la porţiunea de elice situată deasupra planului Æ, iar a 
doua e locul urmelor tangentelor porțiunii de elice situată sub planul Æ. 


„pal daia acc a T 
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a. Construcția unei generatoare (fig. 428) se reduce la construcția unei tan- 


gente la elicea directoare. Astfel, generatoarele de front ce corespund punctelor 
(b, b’) şi (bu, b?) au proiecţiile orizontale tangente cercului (a). Pentru a 


Fig. 426 ig. Fig. 428 


obţine proiecţiile lor verticale, se poartă pe tangenta în b, segmentul be, 
egal cu rectificarea arcului de cere ab. Punctele (e,e') şi (5,b') deter- 
mină proiecţiile generatoarei. În mod analog se obţine  generatoarea 
(bse.,brer) cu be, = arc. abcb,. 

b. Planul tangent într-un punct oarecare este tangent în tot lungul gene- 
ratoarei care trece prin punct, iar urma sa este tangentă la desfăşurata cer- 
cului în punctul corespunzător, deci perpendiculară pe proiecția orizontală 
a generatoarei. Rezultă că generatoarele sînt linii de cea mai mare pantă 
faţă de planul H ale planelor tangente corespunzătoare și prin urmare fac 
un unghi constant cu acest plan.  ! W S 

c. Desfăgurare. Elicea fiind o curbă strimbă, care se poate supra- 
pune pe ea însăși în toate punctele ei, transformatele elicelor elicoidu- 
lui prin desfășurarea acestuia pe un plan vor fi cercuri care sînt singurele 
curbe plane care se pot suprapune pe ele însele în toate punctele lor. 

Pentru a afla transformata elicei de. stricţiune '(abcb,a, a'b'o'btat) este 
necesar să se cunoască raza cercului r*, care reprezintă această transformată. 

Deoarece prin desfășurare lungimile liniilor trase pe suprafață se mențin, 
rezultă că lungimea cercului căutat este- egală cu lungimea spirei de 
elice considerate. Dacă se înscrie în elice un poligon regulat ale cărui 
laturi sint infinit mici, unghiurile a pe care acesteilaturi le fac cu planul Æ 
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sînt egale între ele. La limită, linia poligonală înscrisă este lungimea T 
a spirei de elice considerată și are ca proiecţie ortogonală cercul (abch,a), 


a cărui rază este n. AN BRYAN i 
Deci, între lungimea T a spirel de elice și lungimea cercului există relația : 


2 mr 


T cosa = 2 mr ss ici. (1) 

Fie (AA’B) cercul a cărui rază r* urmează a fi găsită (fig. 428, a). Spira 
(a'a}) (fig. 428) dă sectorul OA A'B, al cărui arc este egal cu lungimea T. Dacă 
se notează cu 0 unghiul la centru corespunzător arcului AA'B, (fig. 428c) 


atunci există egalitatea: 


T = 0r*. (2) 

Pe de altă parte, destăşurata conului director al suprafeţei (fig. 428, b) 
este un sector circular de același unghi 6. Din desfășurarea acestui con 
rezultă relația : 


0. sp! 220) Tp'S+ <. 0= 2r PE = 2 T COS a. 
SNL 


Ţinind seama de relațiile (1) şi (9), unde se substituie 0 prin egalul său 
de mai înainte, rezultă: ; 


2 rr r 
bg IS RO) 
“COS & "cos20 


Lungimea razei r* se construieşte grafic (fig. 428, b) cu ajutorul triunghiului 


dreptunghice MQT, unde : MQ = r şi 2 TMQ = «, iarîn T se duce VTI MT. 
Ipotenuza MV a triunghiului dreptunghic M TIV este raza r* căutată. 

a s: l Desfăşurarea dată în fi- 

pen) > j gura 428c reprezintă porți- 

AR unea de suprafață a eli- 


fa 
nr coidului mărginită de un 
Pa] b) cilindru coaxial. 
r 
7. Elicea conică 


Sub denumirea de elice 
conică se consideră trei curbe 
diferite care au cite o proprie- 
tate comună cu cîte una din 
proprietăţile _ caracteristice 
ale elicei cilindrice. Astfel 

„sînt : 

a. Elicea conică care este 
trasă pe suprafața unui con 
de rotaţie, aşa inoit arcul 

de curbă ce trece prin două 
| 0). puncte ale conului nesituate 
„Pip, 428. a b, 0 4 pe aceeaşi generatoare. repre 


r* 2 cos g = 


b, 


a) 
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zintă distanța minimă dintre punctele considerate. Transformata acestei curbe 
prin desfăşurarea conului este o linie dreaptă. 

b. Elicea conică care este curba de intersecție dintre un elicoid drept 
cu un con de revoluţie coaxial cu elicoidul. Cotele punctelor acestei curbe 
sînt proporționale cu unghiul de rotaţie. Transformata curbei prin desfășurarea 
conului este o spirală Arhimede. E 

c. Elicea conică ce este intersecţia dintre un con de rotaţie cu un cilindru 
drept, a cărui curbă directoare este o spirală logaritmică al cărei pol este 
proiecția ortogonală a virtului conului. Planul de proiecţie este perpendi- 
cular pe axa conului. Această curbă întilneşte generatoarele conului sub un 
unghi constant. Transformata ei prin desfășurarea conului este o spirală 
logaritmică. 

Cum obținerea epurelor acestor trei elice conice nu prezintă deosebiri 
esențiale, se reprezintă în epură numai cea de-a doua elice. Aceste elici, 
care au fiecare cite una din proprietățile caracteristice ale elicei circulare, 
nu au denumiri speciale. 

Fie conul circular drept a cărui axă (w, œ’s’) este verticală (fig. 429) și 
a cărui curbă directoare este cercul de rază wa, cuprins în planul H, și 
elicoidul drept (planul H, este planul director), coaxial cu conul dat. Eli- 
coidul drept este generat de o dreaptă antrenată într-o mișcare elicoidală, 
care alunecă în lungul axei conului, cu cantităţi proporţionale unghiului 
de rotaţie. Generatoarele se consideră prelungite într-un singur sens. 

Fie c's'” pasul unei elice, descrisă de un punct situat pe o generatoare a 
elicoidului. Pentru a obţine proiecţiile elicei considerate, se divide à's” într-un 
număr oarecare de părţi egale, de exemplu, în opt, și se construiesc opt 
unghiuri egale între ele, cu virturile în centrul œ al cercului. 

Generatoarea elicoidului care se găseşte în planul HÆ dă punctul 8—8' 
al elicei conice; cea corespunzătoare diviziunii 7 determină punctul 7—7". 

În acelaşi mod se obţin proiecţiile celorlalte puncte ale elicei conice. 
Deoarece razele: 0—1; w—2... w—8 cresc proporţional cu unghiul de 
rotaţie, proiecția orizontală, care este curba 1,2, 3... 6, este o spirală 
Arhimede. 

Proiecţia verticală se obţine unind printr-o trăsătură continuă punctele : 
Tita, 

Dacă se consideră cele două pinze ale conului, atunci proiecția orizontală 
se completează cu o a doua spirală Arhimede care are aceeaşi origine ca 
prima și al cărui sens este invers celei dintii. 

Transformata acestei elice conice prin desfăşurarea suprafeței co- 
nului este de asemenea o spirală Arhimede, deoarece conul fiind de 
rotație, generatoarele sale fao un unghi constant cu axa, astfel încit 
distanțele punctelor curbei transformate la virful conului sint propor- 
ționale cu proiecţiile lor, 
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Aplicaţii 


Aplicațiile în tehnică ale elicei conice 
sint aproape tot atit de frecvente ca și 
acelea ale elicei cilindrice. În epura 1 
alăturată (fig. 430) este reprezentată o 
roată dințată conică cu dinte spiral, 
care a fost tăiată din conul circular 
drept, cu vîrful în (s, 3). 


Fig. 429 Fig. 430 


8. Suprateţe canal 


Suprafaţa canal este generată de o sferă cu rază constantă, al cărui centru 
descrie o curbă (T). Dacă (T) este un cerc, suprafaţa canal este torul, care 
a fost studiat în unul din paragrafele anterioare. Aceste suprafețe fac parte 
din clasa suprafețelor strimbe nedesfășurabile. 

Obiectul acestui paragraf privește numai citeva suprafețe canal a căror 
curbă directoare este o elice cilindrică. Acestea sint suprafețe elicoidale neri- 
glate, numite încă și suprafețe elicoidale ciclice. 


a. Berpentinul (fig. 431) este generat de o sferă ou raza constantă, al 
cărei centru descrie elicea cilindrică (e, e”) şi al cărui pas este a'ai, Raza 


1 Figura 480 după Gordon și colectiv, — Geometrie descriptivă (trad. din l. rusă). 
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eu sine este wa, iar cercul său director, în planul M. Pentru a obține 
e ete e A RD: 

. Jă a traiectoriei centrului, se 
descriu cercuri cu raza egală cu raza sferei. 
Înfășurătoarea acestor cercuri este conturul 
aparent vertical. Proiecţiile sferei genera- 
toare pe planul H sint cercurile œ, za, ae 
etc, a căror înfășurătoare sint cercurile 
concentrice cu razele wa și wa*. Aceste 


Fig. 431 b 


două cercuri formează conturul aparent orizontal. În apropierea virfu- 
rilor «4, «”...se iau centrele sferei mobile mai apropiate, pentru ca 
să apară, în epură, punctele de rebrusment ale înfășurătoarei, care sînt puncte 
de trecere de la ramurile reale la cele virtuale ale curbei de contur aparent 
vertical. 

Secţiunea cu un plan perpendicular pe axa elicei este înfăşurătoarea unei 
serii de cercuri care sînt secţiuni în sfera mobilă ale căror raze sînt cuprinse 
între raza sferei generatoare și zero, care corespunde sferei tangente la planul 
secant. Curba de secţiune are ca axă de simetrie diametrul sferei mobile 


| conţinut în planul de profil al axei elicei (e, £). 


În figurile 431, a şi 431, b sînt reprezentate arcuri ale căror secţiuni cu plane 
care trec prin axă sint circulare. Acestea sint suprafeţe serpentin. Primul 


arc este un serpentin cu elice directoare cilindrică, iar al doilea are elicea 


directoare conică. 

b. Burubul St, Gilles (fig. 432) oste suprafața bolţii care acoperă unele 
scări elicoidale construite în piatră, Din punct de vedere geometric, această 
suprafață este cu totul asemănătoare serpentinului. Această suprafață este 
generată de un semicerc (ab, ab'), care se găseşte în acelaşi plan cu axa. 
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Centrul coroului descrie o elice pe cilindrul a cărui rază este ac. Punctele 
semicoroului gonorator descriu elici de același pas. 


Secţiunea făcută cu un plan care trece prin axă este un semicerc egal 


Fig. 432 Fig. 433 


cu semicereul generator al cărui centru are o cotă proporţională cu unghiul 
dintre planul secant și planul vertical. 

c) Coloana barocă (fig. 433) este suprafaţa elicoidală ciclică ale cărei 
secţiuni cu plane perpendiculare pe axă sînt cercuri. Această suprafaţă este 
generată de un cerc al cărui centru descrie o elice (ez’) cilindrică şi al cărui 
plan este perpendicular pe axul elicei. Acest fel de coloană se întilneşte 
în stilul arhitectonic baroc. 


Aplicaţii 


Suprafeţele canal se întîlnesc în tehnică 1 la lagărele cu bile ale arborilor (fig. 434). 

Burghiile sînt suprafețe elicoidale generate de o curbă dată, supuse unei mişcări 
elicoidale. Un exemplu este burghiul spiral reprezentat în epura 435. Bolţile tunelelor 
ca şi carcasele de turbine sînt suprafețe canal. 

Tuburile de reducţie (fig. 436) întilnite în uzine sînt suprafeţe canal a căror sferă 
generatoare are raza variabilă. Raza sferei variază între razele celor două conducte 
cilindrice pe care le racordează, iar centrul descrie în general un arc de cere. În figura 436, 
conductele cilindrice (C) şi (C,) sint racordate prin suprafața canal (T), generată de sfera 
cu raza variabilă r, (1 >r > Ru), unde R şi R, sint razele cilindrilor (C) şi (1), cu 
R> Ru 


c 
1 Figura 434, după F, Hohohberg — Konstruktive Geometrie în der Technik, 
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Tot supratoțelo canal sint folosite ca mangoane pentru asigurarea rozistonței necesare 
sudurii intorsectioi dintro două conducto. Astfel, intersecţia dintro torul (7) şi cilindrul 
(C), a căror curbă (e) do intersecție se construieşte după cum s-a arătat mai înainte, se 
acoperă cu suprafața canal gonorată do sfera (A), de rază variabilă r, C itim he grafic 
numai în proiocţio verticală (fig. 437). Acoastă suprafață este tangentă cilindrului în lungul 
curbei (2), iar torului în lungul curbei (t*¢$). 


(€,) 


E, Fig, 435 Lig. 437 


í sforoi oste o curbă alo cărei puncto sint la distanțe constante 
de Iraleotaria EERI Asttel, UBIA JA la axa cilindrului este R -+ r, iar la cea 
a torului R, + r, undo R și R, sint rospeo iv razolo cilindrului şi cercouluì care gene- 


rează torul, 
Figura 437, după B, Hohon b org — Konstruktive Geometrie, Wion, 1961. 
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1. Generalităţi 


Pentru a deosebi cu mai multă ușurință modul în care sint dispuse diferi- 
tele părţi ale unui obiect sau ale unui ansamblu de obiecte, date prin 
proiecţiile lor, se consideră luminate de o sursă situată în mod convenabil. 
Epura în care este reprezentată și umbra obiectului permite intuirea cu 
mai multă siguranță a formei sale. În ceea ce urmează, sursa luminoasă 
este aruncată la infinit într-o direcţie dată. O parte din razele trimise de 


Fig, 438 


sursa de lumină sint exterioare, o parte sint 
tangente şi altele cad pe obiect. Razele tan- 
gente dau naștere unei suprafeţe circum- 
scrise prismatice sau cilindrice, numită supra- 
față de lumină. Curba de tangenţă care separă 
partea luminată de cea întunecată se numește 
separatoare. Partea umbrită a obiectului se nu- 
mește umbră proprie. Umbra obiectului pe un 
plan sau pe o suprafaţă se numește umbră 
purtată sau aruncală. 

Se obișnuieşte ca direcţia D să fie diago- 
nala MI (fig. 438, a, b) a unui cub care are 
două fețe paralele cu [H], iar alte două para- 
lele cu [V]. În unele aplicaţii se vor considera 
razele de lumină paralele şi cu alte direcţii 
pentan a corespunde mai mult - aspectului 
real. 

Fie cubul EFGHIJL.M situat cu o față în [Æ] 
şi alta în [V]; proiecţiile (r,r) ale razei de lumină 
R = MI sint diagonalele pătratelor după care se 


| 
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proiectează cubul. Aceste proiecţii întilnesc0X sub un unghi de 45°, Sensul este 
de la stinga spre dreapta. Raza R (r, r’) intilnegte OX în i =i (fig. 438, b), 
Unghiul pe care această rază il faco cu [17] este unghiul 0 = rro, format 
do proiecția orizontală cu rabaterea ei. Valoarea unghiului 0 este dată de 
triunghiul dreptunghic MFZ, de unde rezultă : 


me O e SE 
tg 0 moo 35°46 

În tot ce urmează se consideră opaco planele de proiecție, dreptele și 
corpurile. i N tie 

Deoarece razele luminoase vin din primul diedru, numai corpurile situate 
în acest diedru sint luminate; umbra purtată pe planele orizontal anterior 
şi vertical superior este umbră reală; iar aceea purtată pe planele orizontal 
posterior și vertical inferior este virtuală. 


2. Umbre purtate de puncte și linii 


a) Umbra m* purtată de un punct M (m m’) pe planele de proiecţie este 
punctul de intersecţie dintre dreapta paralelă cu direcţia D (d, d”) dusă 
prin punct, cu planele de proiecţie. Dacă direcţia D este aceea a diagonalei 
cubului, umbra reală a unui punct se va găsi pe acel plan față de care 
are coordonata cea mai mare (fig. 439). 


b) Umbra purtată de segmentul vertical (ab, a'b’) pe planele de proiecţie 
este linia îrîntă ab,bí situată pe urmele planului vertical care trece prin 
dreaptă și e paralel cu direcţia razelor de lumină; din urmele planului se 
păstrează numai segmentele ce corespund proiecţiilor punctelor A și B (fig. 440). 


c) Umbra purtată a unui segment de dreaptă oarecare AB (ab, a'b’) pe 
planele de proiecţie fiind situată pe urmele planului determinat de dreaptă 
şi de direcţia razelor de lumină, se află urmele acestui plan ducind prin 
(aa') şi (bb') paralele cu raza (rr') de lumină (fig. 441). Urmele acestor drepte 
sint: (Ph), (vo) și (kk'), (ww). Segmentul hi situat pe urma orizontală a 
planului este umbra reală purtată pe planul H, iar iw’ umbra reală purtată 
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proiectează cubul. Aceste proiecţii intilnesc OX sub un unghi de 45°, Sensul este 
de la stinga spre dreapta. Raza R (r, r’) întilnește OX în i = i' (fig. 438, b). 


Unghiul pe care această rază îl faco cu [77] este unghiul 0 = rro, format 
de proiecția orizontală cu rabaterea ei. Valoarea unghiului 0 este dată de 
triunghiul dreptunghic MFI, de unde rezultă : 


1. A 93946? 
tg 0 NS 35°46 

În tot ce urmează se consideră opace planele de proiecție, dreptele și 
corpurile. } RI, 

Deoarece razele luminoase vin din primul diedru, numai corpurile situate 
în acest diedru sînt luminate; umbra purtată pe planele orizontal anterior 
şi vertical superior este umbră reală; iar aceea purtată pe planele orizontal 
posterior şi vertical inferior este virtuală. 


2. Umbre purtate de puncte şi linii 


a) Umbra m* purtată de un punct M (m m’) pe planele de proiecţie este 
punctul de intersecţie dintre dreapta paralelă cu direcţia D (d, d”) dusă 
prin punct, cu planele de proiecţie. Dacă direcţia D este aceea a diagonalei 
cubului, umbra reală a unui punct se va găsi pe acel plan față de care 
are coordonata cea mai mare (fig. 439). 


b) Umbra purtată de segmentul vertical (ab, a'b’) pe planele de proiecţie 
este linia frîntă ab,b; situată pe urmele planului vertical care trece prin 
dreaptă şi e paralel cu direcţia razelor de lumină; din urmele planului se 
păstrează numai segmentele ce corespund proiecţiilor punctelor A şi B (fig. 440). 


c) Umbra purtată a unui segment de dreaptă oarecare AB (ab, a'b’) pe 
planele de proiecţie fiind situată pe urmele planului determinat de dreaptă 
şi de direcția razelor de lumină, se află urmele acestui plan ducind prin 
(aa') și (bb') paralele cu raza (7r') de lumină (fig. 441). Urmele acestor drepte 
sint: (hh'), (vo) şi (kk'), (ww'). Segmentul hi situat pe urma orizontală a 
planului este umbra reală purtată pe planul H, iar iw’ umbra teală purtată 
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pe planul V. Sogmentele i% şi iv! reprezintă porțiunile de umbră virtuală 
ale segmentului dat, pe planele H și V 


d) Umbra unui segment do dreaptă pe un plan oarecare. Se dau: planul 
LP P'] şi segmentul de dreaptă AB (ab, a'b') € [PP'), (fig. 422). Umbra acestui 
segment de dreaptă pe planul [PP] se află 
pe dreapta de intersecție dintre planul de- 
terminat de AB şi direcția razelor de 
lumină, cu planul [PP] 

Punctul de intersecţie (îi) dintre (ab,a'b”) 
cu planul [PP] şi punctul. de inter- 
secţie (aoa) dintre planul dat și raza (rr') 
dusă prin (aa’) determină dreapta de inter- 
secţie (aù, aşi”) dintre cele două plane. Din 
aceasta se reţine segmentul (dobo, aobo), care 
este umbra purtată de AB pe planul P. 

Din cele de mai înainte rezultă : 

1) Umbra unei drepte pe un plan oarecare 
trece prin punctul de intersecţie dintre dreap- Fig. 441 
tă şi plan. 

2) Umbra unei drepte pe un plan paralel cu dreapta este o paralelă la dreapta 
dată, iar un segment al dreptei este egal cu segmentul de umbră corespunzător. 

3) Umbrele a două drepie paralele sînt paralele. 

4) Umbrele unei drepte pe două plane oarecare se întilnesc pe dreapta lor 
de intersecție. 

Deci umbrele unei drepte pe planele de proiecţie sint concurente într-un 
punct situat pe 0X. 

5) Umbrele unei drepte pe două plane paralele sînt două drepte paralele. 


e) Umbra purtată a unei curbe (fig. 443) se obţine ailind curbele de 


intersecţie cu planele de proiecţie a cilindrului a cărui directoare este curba 
dată și ale cărui generatoare sint paralele cu direcţia razei de lumină. 


Fig. 442 


——————— o... 


ie aia 5 Pa ae, Cata a 3 


a 


NOȚIUNI DE TEORIA UMBRELOR 297 


Umbrele purtate pe planele do proiecţie sint două curbe care se intersectează 
într-un punct situat pe X. Construcţia lor se obține, în general, prin puncte. 

Astfel, umbra purtată pe planul orizontal de curba T (y, y’) este curba 
sp’, iar pe planul vertical curba p'W, obţinute cu ajutorul punctelor : (ad), 
(bb') şi (ce'), Punctul p' este intersecția 
dintre umbra purtată pe [H] cu cea 
purtată pe [V]. | 

Pentru a găsi punctul de intersecție 
p' al celor două ramuri de curbă 
de umbră cu 0X, se rabate curba 
r (yv) în T, pe planul orizontal. 

Punctul p de intersecţie dintre (y) şi 
(T) se transportă pe X, ducind pp' 
paralelă cu proiecția orizontală 7r a ra- 
zei de lumină. 


f) Umbra purtată de un cere orizontal 
(fig. 444). Se consideră cercul (6,0), al 
Fig. 443 cărui plan este paralel cu planul ori- 
zontal. 


Umbra purtată pe planul H este un cerc egal cu cel dat, al cărui centru 
este urma orizontală (7, n”) a dreptei paralelă cu raza (r,r) de lumină, 
care trece prin centrul cercului. Cu n ca centru se descrie cercul cu raza 


egală cu a cercului «, din care se reţine arcul e din planul H, corespun- 
zător umbrei reale. Umbra purtată pe planul vertical este o elipsă, care se 
construieşte cu ajutorul a doi diametri conjugați. Pentru aceasta se consi- 
deră diametrul fronto-orizontal (ab,a'b') al cercului, a cărui umbră pe planul V 
este segmentul aibi || X, care este ; 

un diametru al elipsei. Ca verifi- 
care, umbra verticală œj a centru- 
lui cercului este situată pe ajbi. 
Diametrul conjugat lui ab! este 
did, umbra diametrului cd per- 
pendicular pe ab. 

: Eor o : Jwt. 

Arcul de elipsă «ajdıbíß mărgi- TN AD ei 
nește umbra reală verticală. Arcul £ Ea 
de cerc cf şi cu arcul de elipsă 
de mai sus se intilnesc în punctele 
e și P situate pe X. 

g) Umbra purtată pe planele de 
proiecţie de un triunghi (fig. 445), 
Fie triunghiul (a,agaza{agas). Pro- 
blema umbrei triunghiului se reduce Fig. 444 
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la aflarea umbrelor virturilor sale, care sint urmele dreptelor duse prin vir- 
furi paralel cu raza (7,7) do, lumină. Aceste urme sint: (010%), (hhi), 
(oanh), (haha), (Pavi) şi (high). Al riunghiul urmelor orizontale hhg este um- 
bra purtată pe planul orizontal, iar triun- 
ghiul of 0403, umbra purtată pe planul V. 
Deoarece urmele (hhl), (haha) Și (Vas) nu 
sint în diedrul întîi, umbrele virfurilor la 
care se referă sint virtuale. Umbra reală 
purtată pe planul vertical este poligonul 
vi I Jog, iar pe cel orizontal, triunghiul Zh J. 


3. Umbra proprie şi purtată a corpurilor 
geometrice 


a) Umbra proprie şi purtată a unei prisme. Fig. 445 
Fie prisma dreaptă cu baza poligonul (abcd, 
a'b'c'd') în planul H, mărginită de un plan de nivel Hí (fig. 446). Mu- 
chiile (a, a'ai), (e, e'e') şi (d, d'di) fiind întilnite de razele de lumină, feţele 
luminate sint ae și ed. 

Umbra proprie este dată de feţele ab, be şi cd, dintre care faţa cddici 
este vizibilă în proiecţie verticală. Baza superioară a prismei, a cărei proiecție 
orizontală este poligonul abcde, este luminată. Umbra purtată pe planele 
de proiecţie este dată de poligonul separator AA,B,C,D,D, a cărui umbră 
pe planul H este poligonul aabcdăe, iar pe planul V, poligonul «a'B'y’s. 
Aceste două poligoane au latura ae € OX comună. 


b) Umbra proprie şi purtată 
a unei piramide (fig. 447). Fie 
piramida triunghiulară (sabe, 
s*a*b*c*) reprezentată axono- 
metric, luminată după direcția 
(R, R*). Umbra proprie este dată 


HM 
K 


Fig, 446 Fig. 447 


ea | 


n 
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LA 
de fața s*b*e*. Pentru a afla umbra purtată pe lalele fedrului de re- 
ferință, se proiectează piramida după direcția razei “de I&ojină. . ; 

Astfel, proiecția oblică a triunghiului bazei esfe a'b'c', ale cărui virfuri 
sint urmele pe [XY] ale dreptelor paralele cu (RR*) duse prin (a, a*), (b, b*) 
şi (c, c*). Punctul c’ este umbră virtuală, iar a” este acoperit de corpul pira- 
j midei, astfel încit umbra reală aruncată pe [XY] este patrulaterul a'b'pg, 
cu (p,q) EOY. 3 : 

Umbra aruncată de virful (s, s*) al piramidei este s' €[zy], care unit cu p 
şi q dă umbra aruncată de piramidă pe planul [ZY]. 

0) Umbra proprie și purtată a unui cilindru. Se dă un cilindru de rotaţie 


cu axa verticală și cu baza cercul (w), în planul H (fig. 448). Linia sepa- 
ratoare se compune din generatoarele de contact dintre cilindru și planele 


ROI) M Runc: 


Da 
tangente paralele cu direcţia razei de lumină, și din arcul de cerc sby. 
Umbra proprie a cilindrului este vizibilă numai în proiecție verticală și 
este mărginită de generatoarea de contur aparent (b'04) și (v, v'04). Umbra 
purtată pe planul H este dată de tangentele în s și ò la cercul (wa) și de 


arcul de cerc Sbp. Pe planul vertical este mărginită de verticala (z2') — în 
epură este ascunsă de cilindru — , care este umbra purtată a generatoarei 
de contact (s, s's4) şi de arcul eliptic (w, c'd). 

d) Umbra proprie a unei suprafeţe concave semicilindrice. Se consideră 
un cilindru circular gol, tăiat cu un plan care trece prin axă. O asemenea 
formă o au unele firide ce se practică 
în zidul unor construcţii. Partea supe- 
rioară a semicilindrului este descoperită 
(fig. 449). Umbra purtată pe cilindru 
de cercul superior e determinată de 
curba de intersecţie dintre cilindrul 
de lumină și cilindrul dat. Deoarece cei 
doi cilindri au comun cercul director 
al cilindrului de lumină, după o teo- 
remă cunoscută, curba lor de intersecţie 
se desface în două curbe plane; cea 
de-a doua — care interesează — este 


G 
XD 


J 


R 
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Ww /// 


Fig. 448 Fig. 449 
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o elipsă. Se obţin doi diametri conjugaţi ai acestei elipse dacă se construiesc 
umbrele a doi diametri perpendiculari ai cercului (w) care este baza cilin- 
drului. Fie diametrii ge Lhe cu ge | 7. Proiecţia verticală h'e’ este un dia- 
metru al elipsei. i E 

Raza a cărei proiecţie orizontală este gc are proiecția verticală g'e ||r’, 
care întilnește linia de ordine ridicată din £ în g’. Acesta e punctul de pe 
elipsă care are cota cea mai mare. Dacă se unește g' cu f' (f este mijlocul 
segmentului fe”), se obţine, la intersecţia cu linia de ordine dusă din c, 

punctul cj, care are cota cea mai mică. Se obțin punctele fi și bi ducind 
paralelele (a,b, aibi) Și (fd, fid’) la razele de lumină. Punctele az şi di sint 
punctele de contact ale elipsei cu conturul aparent vertical al cilindrului 
interior. Umbra proprie a golului de semicilindru este determinată de gene- 
ratoarea (aa,, a'ai), a cărei umbră este o 1. Lumina ce pătrunde prin deschi- 
derea superioară ia din această umbră porţiunea limitată de arcul de elipsă 
fă, aşa încît umbra proprie a interiorului acestei suprafeţe este a'ah biw- 

e) Umbra proprie și purtată a unui con de rotaţie cu baza într-un plan 
de nivel (fig. 450). Fie conul circular drept cu virful (ss”) e [II] şi cercul direc- 
tor (sab, sia'b') cuprins într-un plan de nivel, luminat de o sursă ale cărei 
raze sint paralele cu direcţia (r, 7”). 

Planele tangente la con care trec prin raza de lumină dusă prin (s, s’) au 
ca generatoare de contact (sp, s'p') ṣi (sg, s'q'), care separă partea luminată 
a conului de cea umbrită. Umbra proprie vizibilă în proiecția verticală este 
cuprinsă între generatoarea s'g' și s'h’. În proiecţie orizontală, umbra proprie 
este acoperită de baza conului, care e luminată. Generatoarele (sp, sp”) 
şi (sq, s'q') determină un plan 
care intersectează planul cer- 
cului (ab, a'b’) după orizon- 

tala (pg, pg’). 

Umbra purtată pe planul 
orizontal este mărginită de 
umbra cercului director şi de 
tangentele la umbra acestui 
cere duse din “s. Umbra cercu- 
lui director este cercul (s7), 
din care segmentul de cerc ¢zy 
este umbra reală. Umbra reală 
j purtată pe planul H este po- 
TT c4] ligonul mixtiliniu suvz, din care 
este acoperit de corpul conului 
sectorul circular sa. Umbra 
purtată pe planul vertical este 
mărginită de arcul de elipsă (s), 
care se construieşte aşa cum s-a 
arătat mai înainte. Umbrele 
purtate pe planele de proiec- 
ție au curbele de contur concu- 


Fig. 450 rente în u şi ¢ situate pe xX. 
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Dacă se presupune corpul conului gol, atunci umbra proprie interioară 
a conului este curba de intersecţie dintre con cu cilindrul care are ca cerc 
director (ab, a'b'), iar generatoarele paralele cu direcția razelor de lumină, 
În virtutea unei teoreme cunoscute, această a ei arcul de elipsă proiec- 
tat vertical după (p''n'q”) și orizontal după (ptnq). A RE: 

f) Umbra proprie şi purtată a unei sfere (fig. 451). Fie sfera (ww') luminată 
de o sursă ale cărei raze sint; paralele cu (r, 7’). Umbra proprie a sere Caz, 
cuprinsă între cercurile de contur aparent și cercul de tangenţă cuci indru 
circumscris, ale cărei generatoare sint paralele cu (r, 7’). Acest cerc se aa 
tează după elipse ale căror axe mari sint abr și CV Lr. Pentru a o sie 
axele mici ale elipselor după care cercul de tangenţă se proiectează pe planele 
de proiecţie, se schimbă succesiv planele H și V. Astfel, pentru a afla axa 
mică a elipsei după care se proiectează cercul de contact pe planul H, se 
ia un plan vertical V, paralel cu razele de lumină. Lihia de pămint cores- 
punzătoare trebuie să fie paralelă cu r. În epură s-a luat X, = oo: Proiecţia 
sferei pe [V,] se obţine construind owi | oo cu o04=0,0'; proiecția razei 
de lumină pe[V,] este rų. Planul cercului de tangenţă (separator) fiind per- 
pendicular pe [V,], e'f’ este proiecția acestui cerc pe planul Vi Deci axa 
mică a elipsei din planul H este proiecția segmentului e'f’. În epură s-a 
reţinut numai proiecția orizontală a 
extremității f. Deci umbra proprie a | 
sferei în proiecție orizontală este măr- 
ginită de arcul de elipsă afb şi de ar- 
cul de cerc de contur aparent orizontal 
corespunzător. 

Umbra proprie în proiecție verticală 
se obține cu ajutorul unei schimbări a 
planului H, luat astfel încît raza de 
lumină să fie o orizontală în sistemul 
(VH). În epură s-a luat linia de pă- 
mint X, = oh’. 

Sfera se proiectează după cercul al 
cărui centru este wš cu wo = 0,0. 
Semiaxa mică a elipsei este o'p'. Ast- 
fel, umbra proprie în proiecție verticală 


pe 
este cuprinsă între arcul de elipsă c'n'd! 
și arcul de cerc corespunzător al con- 
turului aparent vertical. 


Umbrele purtate de sferă pe planele 
de proiecţie sint secţiunile făcute cu 
aceste plane în cilindrul circumscris 
sferei cu generatoarele paralele cu (r,r”). 
După teorema lui Dandelin, aceste sec- 
țiuni sint elipse, ale căror centre w, 
și o, sint urmele pe planele H și V h 
ale dreptei paralelă cu (rr’) care trece h 
prin (0, 0), Fig, 451 
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Axele mari ef, şi mn sint proiecţiile paralele cu R (r, 7’) ale diametrilor 
e'f’ şi m*n*. Cele două elipse sint (aifibie,) și (mdunc,), care se intersectează 
în « și B pe linia de pămint. Umbra purtată pe planul H este («ae,bb), 
iar cea purtată pe [V] este («mp). 


Aplicație 
Fie coloana paralelipipedică (ab ... a*b *...), j 
reprezentată în sistemul axonometric XYZ 45, 


(fig. 452), şi cornișa MNP, luminate de o 
sursă ale cărei raze sînt paralele cu R (r, ea) 
Umbra proprie, vizibilă în epură, este dată de 
fața bcb*c*; umbra purtată se obţine, după N 


RS iii 
a,i A ar ii 


cum s-a arătat mai înainte, ca intersecție 
dintre planele paralele cu direcția razelor de 
lumină duse prin muchiile bb*, Od*, b*c* și 
c*d*. Secţiunile făcute cu planele ce trec prin 
Od* şi bb* în corpul cilindric al cornişei sînt 
elipsele e şi sı. Arcele utile ale acestor elipse 
sînt concurente cu laturile poligonului de 
umbră pe feţele plane ale cornișei, în puncte 
situate pe generatoarele după care cilindrul 
este intersectat de aceste plane. 


1 


Fig. 453 


4. Umbra unui sistem de corpuri geometrice 


a) Umbra proprie a doi cilindri coaxiali (fig. 453). Fie cilindrul (pilas- 
trul) circular drept (w, œ), cu baza în planul H, pe care este aşezată o 
placă cilindrică coaxială cilindrului dat. Proieoţia orizontală acestui sistem 
de corpuri este dată de cercurile concentrice de rază oa, şi ws. Umbrele 
proprii ale celor doi cilindri sint determinate de generatoarele de contact 
(g, pp!) și (h, WM) ale planelor tangente paralele cu razele de lumină şi de 
generatoarele de contur aparent vertical (s,, s'su) și (ù, t'ii). 
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Umbra purtată de placa cilindrică pe cilindrul (w, œ) este determinată 
de curba E intersecție dintre cilindrul oblic, ce are generatoarele paralele 
cu direcția razelor de lumină și a cărui directoare e cercul (ss, s'54), cu 
cilindrul dat. Această curbă se construiește prin puncte luind intersecţia 
generatoarelor cilindrului de lumină cu cilindrul vertical. | 
Astfel, generatoarea cilindrului de lumină corespunzătoare punctului (aa) 
al cercului său director dă umbra purtată a4 pe generatoarea de contur 
aparent vertical al pilastrului. Generatoarele corespunzătoare punctelor b, c, 
d, e, f, intersectează suprafața pilastrului în : b, cí, dí, e, £1, care sint puncte 
ale curbei de umbră purtată a cilindrului superior pe cilindrul suport. 


b) Aplicații 1) Umbra proprie și purtată a unui cilindru și a unui con de revoluţie 
coaxiali (fig. 454). Fie cilindrul circular drept, cu baza cercul (wb)e[H] de rază R, şi 


conul coaxial, cu baza cercul (wa) în planul de nivel care limitează cilindrul și a cărui 
rază R* >R. 


yY 


J 


| N 
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Fig, 454 
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Umbra proprie a acestui sislom de corpuri este formată din umbra purtată de con 
pe cilindru şi din umbrelo proprii ale fiecărui corp în parte. 

Asttel, umbra proprie a cilindrului e determinată de generatoarea (b,bibi:) corespun- 
zătoare punctului do tangenţă b, între corcul director al cilindrului și urma orizontală 
a planului do lumină tangent. La aceasta so adaugă umbra purtată de cercul (wa) — care 
este baza conului — pe suprafața cilindrului. Aceasta are ca proiecție verticală arcul 


ay stb bin i 
Pentru a construi umbra proprie a conului, se consideră urma (04%), pe planul cer- 
cului (wa), a razei de lumină, care trece prin virful său. 'Tangentele vje şi v,e, la cercul 
(we) determină proiecţiile orizontale ve şi ve, alo generatoarelor care mărginesc umbra 
proprie a conului în proiecţie orizontală, Generatoarele (v'e) şi cea de contur aparent 
mărginesc umbra proprio a conului în proiecţie verticală. Umbra purtată de ansamblul 
celor două corpuri pe planele de proiecţie se compune din umbrele purtate de cilindru 
şi de con. k À 

Umbra purtată de cilindru pe planul Æ e mărginită de tangentele în b şi b, la cercul 
de bază al cilindrului, iar umbra purtată de con se compune din umbra purtată de cercul 
(ec), care pe planul orizontal e cercul de centru (&,), cu raza egală cu wc, iar pe planul 


FIŢE 
vertical este arcul de elipsă ma'sd'e,. Umbra reală a virtului conului este purtată pe planul 


vertical în og, iar cea virtuală în h pe [H]. Tangenta hg dusă din A la cercul (0) face 
parte din conturul umbrei purtate pe planul H. 

2) Umbra proprie și purtată a unui acoperiș cu turnt. Acoperişul este o prismă ori- 
zontală, şi turnul o prismă pătratică verticală, a cărui acoperiş este o piramidă cu același 
număr de laturi (fig. 455). 

Umbra proprie este vizibilă numai în proiecţie verticală. 

Pentru a obtine umbra purtată de turn pe versanții acoperişului, se schimbă planul 
vertical, luîndu-l perpendicular pe direcţia coamei acoperișului. Linia de pămînt X, este 
paralelă cu AD. Proiecţia verticală a turnului pe planul V, este în AEB CDV: 

Prin punctele C”, B” etc. se duc paralele cu raza de lumină, care întîlnesc planele 
acoperişului în : A, B, C ..., care se transportă prin linii de ordine pe proiecţiile orizontale 
ale aceloraşi raze în a, b,c... Se obţin astfel umbrele purtate pe primul versant al aco- 
perișului de prisma care constituie turnul şi de baza acoperişului turnului. Pentru a găsi 
umbra purtată de vîrful turnului, se duce prin V” o paralelă la raza de lumină care 


Fig. 455 
— 


1 pura după dr, W. Ludwig. Darstellende Geom, vol. I, Berlin, 1919, p. 59. 


), 
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. H (/ 
intilneşte în Z’ prelungirea primului versant al acoperișului. Punctul 7’, coborit i 
pe proiecția orizontală a cel ela raze, sorvegte pentru a a Ta uiti pur A su 
acoperişul turnului pe primul versant, caro 80 obține unind J cu b H OS Ch îti 
umbră so fringo la coama acoperişului, Pentru a găsi umbra purtată pe al doilea versant, 
se prelungește VI” pină întilneşte în II” prelungirea acestui A 

versant. Aceasta estoe umbra purtată a virlului care se co: S/ 
boară în Æ pe proiecția orizontală a aceleiaşi raze. Unind H k 
cu punctele « şi B, unde Jd şi Tb întîlnesc coama, se obține ` 
umbra pe cel de-al doilea versant, că 

Prin linii de ordino se află apoi proiecția verticală ab'o/ p 
a umbrei purtate do turn pe acoperiș. Punctele: G, Œ’, G” 
reprezintă proiecţiile umbrei purtate de virf pe planul de 
susținere elangan al acoperişului. În epura alăturată, raza 
de lumină are o direcție oarecare. 

3) Umbra proprie a unui vas ornamental (fig. 456). În 
unele ornamentații se folosesc vase ca cel din epura alătu- 
rată, care sînt dispuse fie în firidele unei fațade, fie pe pie- 
destale. Acest vas se compune din punct de vedere geo- 
metric dintr-un sistem de corpuri de rotație coaxiale. Um- 
bra proprie a vasului este formată din umbra purtată de 
părțile: proeminente pe cele retrase şi din umbrele proprii 
ale fiecărei părți. Umbrele proprii se află ducînd plane tan- 
gente la suprafață, paralele cu direcția razelor de lumină. 
Curbele de contact ale acestor plane cu suprafața vasului, 
împreună cu curbele corespunzătoare de contur aparent, de- 
termină umbra lor proprie. Umbrele purtate de porțiunile 
cilindrice A şi B sînt curbele X & e’ și Kn'm. 


Exerciţii 1 


1) Cunoscîndu-se proiecția verticală a unei drepte oare- 
care şi umbra sa 4B, care e în întregime pe planul ver- 
tical, să se găsească proiecția sa orizontală. 

2) Se dă proiecția orizontală a unui punct ; ştiind că um- 
bra sa se găsește în planul orizontal la o depărtare d de OX, 
să se găsească proiecția sa verticală. 

3) Se dau două segmente de drepte orizontale, ale căror 
proiecții orizontale sînt perpendiculare între ele. Să se gă- 
sească umbrele acestor drepte. 

4) Se consideră cercul e) de rază r, al cărui plan este 
paralel cu planul H, şi un plan oarecare [PP]. Să se con- 
struiască proiecţiile umbrei purtate de acest cerc pe planul 
dat, ştiind că proiecția orizontală a centrului cercului este 
situată într-un punct al urmei orizontale P a planului. 

5) Se dă o dreaptă D care intersectează © prismă triunghiulară cu baza în planul 
orizontal. Să se găsească umbra purtată de dreaptă pe această prismă. 

6) Un trunchi de prismă triunghiulară este aşezat astfel încît una din baze este în 
planul orizontal, iar cealaltă este în planul vertical. Să se găsească umbra proprie şi 
aruncată de prismă pe planele de proiecţie. 


Fig. 456 


1 În toate oxerciţiile se va considora că proiecţiile razelor de lumină fac unghiuri 
de 45° cu OX, 
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CAPITOLUL XIII 
PROIECȚII COTATE 


1. Generalități 


a) Definiţie. Proiecţia cotată a unui punct este proiecția sa ortogonală 
pe un plan, căreia i se adaugă în cifre, cota în raport cu planul de proiecție. 
Planul de proiecţie este orizontal și se numeşte plan de comparaţie. Punctele 
situate deasupra planului de comparaţie au cota pozitivă, iar cele situate 
în regiunea opusă, negativă. De exemplu, punctul A are cotă pozitivă, iar 
B, negativă (fig. 457, œ). 

b) Scară. Pentru a reprezenta un corp ale cărui dimensiuni dau un desen 
prea întins, i se reduc dimensiunile într-un raport dat, care se numește . 
scara epurei. Acest raport se exprimă grafic sau numeric. Lungimea unei 
diviziuni a scării grafice se numeşte unitate grafică şi exprimă unitatea de 
lungime redusă la scară. ; 
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2. Reprezentarea cotată 


a) Dreapta se reprezintă prin proiecția sa ortogonală, pe care sint indi- 
câte două puncte prin cotele lor (fig. 457, 6). Urma dreptei are cota Zero. 
Distanța dintre proiecţiile a două puncte situate pe o dreaptă ale căror 
cote diteră cu o unitate so numeşte interval. PE, 

Fie proiecția cotată a unei drepte AB cu A (0) şi B (+1). Segmentul AB 
este intervalul dreptei. Dacă se notează cu B* punctul situat pe dreaptă 
a cărei proiecţie este B, triunghiul dreptunghic ABB*, care are drept catete 
intervalul şi segmentul egal cu unitatea, se numește triunghi unitar. Tangenta 
unghiului pe care dreapta îl face cu planul:de comparaţie, se numește pantă 
şi se notează cu p. Dacă se notează cu i intervalul, rezultă : pi = 1, deoa- 
rece BB* = 1. 

Deci: panta şi intervalul unei drepte sint mărimi inverse. 

O dreaptă este determinată prin proiecția sa, cota unui punct, intervalul 
sau panta, precum şi sensul cotelor crescătoare. 

Se numeşte scară de pantă a unei drepte diviziunea proiecției sale obţinute 
prin proiecţiile punctelor ale căror cote sint numere întregi succesive. Astfel, 
dacă dreapta AB este dată de punctele A (3) şi B (6), se află punctele dreptei 
de cote succesive, ducîndu-se prin A o dreaptă oarecare, care se divide 
în trei părţi egale, şi printr-o construcție cunoscută se determină punctele 
de cote 4 şi 5. Distanţa între proiecţiile a două puncte de cote succesive este 
intervalul dreptei. Intervalul se află grafic sau prin calcul. Panta rezultă 
ca inversă a intervalului. 

Dreapta situată în planul de comparaţie este definită de două puncte 
de cotă zero. Dacă dreapta e paralelă cu planul de comparaţie, două puncte 
oarecare ale sale au cote egale; iar. dacă e perpendiculară pe planul de 
comparaţie, proiecția este un punct. 


b) Poziţia relativă a două drepte. Două drepte sint paralele dacă proiec- 
iile lor sint paralele, au același interval și acelaşi sens al cotelor crescă- 
toare (fig. 458, a). | 

Două. drepte concurente D şi D, au proiecţiile lor concurente, iar punctul 
de concurenţă are aceeaşi cotă (fig. 458, b). Dacă punctul de concurenţă 
al proiecţiilor reprezintă proiecţiile a două puncte de cote diferite, atunci 
dreptele D şi D, sint în plane di- 


ferite. d de 

erite d e 
6, 4 
$, 6 3 

3. Planul ES 
PA HAA 2 
/3 

a) Planul se reprezintă prin una din t 
liniile sale de cea mai mare pantă a) c) 


(fig. 458, c) față de planul de oom- Fig. 458 


308 


A AEST. i GEOMETRIE, DESCRIPTIVA 


parație. Scara de pantă a liniei de cea mai mare pantă a planului se nu: 
meşte scară de pantă a planului. 

În epură so figurează aceasta, prin două linii paralele: una mai plină 
și alta subţire, aşezate foarte aproape una de alta. Proieoţiile orizontalelor 
planului sint perpendiculare pe scara de pantă 5, iar urma sa pe planul de 
comparaţie este porpondiculară pe 5 în puno- 

tul de cotă zero. Planul perpendicular pe pla- 48) 

nul de comparaţie este dat de urma sa și de 
un punct de o cotă oarecare, a cărui proiec- 
ție se găseşte pe urma planului. 

Planul paralel cu planul de comparaţie se 
reprezintă prin: trei puncte de aceeaşi cotă 
sau prin două drepte paralele cu planul de 
comparaţie. 

b) Determinarea scării de pantă a unui plan 
dat prin trei puncte (fig. 459). Fie punctele A (3), 
B (6) şi C (8). Pentru a afla scara de pantă S 
a planului [ABC], se determină cu ajutorul 
unei drepte oarecare ce trece prin È scara de Fig. 459 
pantă a dreptei BC. Punctul D de cotă 3 de 
pe BC unit cu A (3) este orizontala planului de cotă 3. Scara de pantă Sa 
planului este perpendiculară pe această orizontală, iar intervalele ei sint de- 
terminate de orizontalele planului care trec prin punctele de diviziune ale 
dreptei CD. Un punct este situat într-un plan dacă cota sa este egală cu 
cota. orizontalei planului a cărei proiecţie trece prin proiecția punctului. 

Dacă punctul este deasupra sau dedesubtul planului, atunci cota punctului 
este respectiv mai mare sau mai mică, decit cota orizontalei planului pe 
a cărei proiecţie este situată pe proiecția punctului. 


4. Dreapta și planul 


Două drepte sînt în acelaşi plan dacă dreptele care unesc punctele de 
aceeaşi cotă de pe cele două drepte sînt paralele. 


a) Dreaptă de pantă dată conținută într-un plan (fig. 460). Fieplanul 
dat. prin scara S$ şi o dreaptă ò neconţinută în plan, a cărei pantă este p. 
Pentru a determina proiecţiile dreptelor planului ale căror pante sînt p, 
se află intervalul dreptei è, care este i = 7 : p. Cu acest interval ca rază, 
se descrie un cere cu centrul într-un punct de cotă rotundă a scării 
planului — de exemplu, se ia ca centru punctul m e S de cotă 7, acest cere 
taie orizontala 6 în punctele a și a. Unind acu m şia' cu m, se obțin 
dreptele d și d! care dau două direcţii, 

Dreptele planului paralele cu aceste direcţii răspund condiţiei cerute 
de problemă. i 

Se observă că problema nu este posibilă dacă intervalul dreptei ă este mai 
mic decit intervalul planului, 
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Observare: O dreaptă este paralelă cu un plan dacă proiecția sa este 
paralelă cu proiecția unei drepte a planului și are acelaşi interval cu acea 
dreaptă şi același sens al cotelor crescătoare. Lei 

Dacă o dreaptă D, are proiecția d,, paralelă cu proiecția d, a unei drepte 
conținută într-un plan S, dar intervalele lor nu sint egale, atunci cele două 
drepte sint conţinute în plane diferite, iar dreptele ce unesc punctele de 
aceeași cotă concurează în ace- 
lași punct (fig. 461). 


Fig. 460 Fig. 461 


b) Plan determinat de pantă şi o dreaptă (fig. 462). Dacă p este panta 
planului, se obţine intervalul liniei de cea mai mare pantă din relaţia : 
i= 1:p. Pentru a obţine scara de pantă a planului cerut, dintr-un punct 
de cotă rotundă (în epură cota 9) se descrie un cerc cu raza egală cu inter- 
valul planului, iar din punctul a cărei cotă precede (cota 8).se duc tan- 
gentele la acest cere. Paralelele la aceste tangente duse din punctele de 
diviziune ale dreptei sint orizontalele a două plane care îndeplinesc condiţia 
impusă. Scările de pantă ale acestor plane sint Sı Şi Sa perpendiculare 
pe cele două direcţii. Problema admite două soluţii, una sau nici una, după 
cum : ip Z iq- A 

c) Dreaptă perpendiculară pe un plan (fig. 463). Fie Q planul de proiecţie 
şi P un plan oarecare. O dreaptă D1 [P] are proiecția sa ortogonală d per- 


A! 8 
Fig. 462 Fig, 463 
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pendiculară pe AB = LPINLQI. Dacă : i = DOL), E = D À [Q] şi I proiec- 
ţia ortogonală a punctului 7, iar E = AB (d, din AZIF dreptunghic în Z 
rezultă : 

Ils EI FI. 


Dacă II! = 1, atunci EI = tp (intervalul planului), iar /'P = ý (inter- 
valul dreptei). Relaţia de mai înainte devine: ip’ iy = 1. 

Deci: Dacăso dreaptă este perpendiculară pe un plan, intervalul dreptei 

este inversul intervalului planului. 

Dacă se notează cu p panta dreptei și cu pp p 
panta planului, tinind seama de relația din urmă 
se poate scrie: îp = Pa ȘI la = Pp: 

Adică : intervalul unei drepte perpendiculare pe 
un plan este egal cu pania planului, iar intervalul 
planului este egal cu panta dreptei. . 

Dacă se multiplică între ele relaţiile de mai 
înainte, rezultă : 


T 1 
ipla = Poba = 1 sau p= —: 
Pp 


Deci: Panta unei drepte perpendiculare pe un Fig. 464 
plan este inversa paniei planului. j ; E 

Proiecţia unei drepte perpendiculare pe un plan este paralelă cu proiecția 
liniei de cea mai mare pantă a planului, iar cotele punctelor sale merg cres- 
cînd în sens contrar celor ale planului. (fig. 464). - 


5. Poziţia relativă a două plane 


'a) Două plane sînt paralele dacă urmele şi liniile lor de cea mai mare 
pantă sînt paralele.” Deoarece planele fac același unghi cu planul de com- 
paraţie, au aceeași pantă, același interval şi același sens al cotelor cres- 
cătoare. 

b) Două plane sînt concurente dacă punctele de intersecție a orizontalelor 
de aceeași cotă sînt coliniare (fig. 465). Dreapta de intersecţie A a două plane 
concurente P, şi Pa este 
determinată de punctele 
de intersecţie a şi B a ce- 
lor două perechi de ori- 
zontale de aceeaşi cotă 
(în epură 5 şi 4. 

c) Intersecţia a două 
plane cu scări de pantă 
paralele (fig. 466). Se dau 
planele de scară Se şi Su 
cu Sa || Si: Orizontalele 
Fig. 466 acestor plane, fiind para- 


Fig. 465 
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lele între ele, au punctele de intersecţie aruncate Ja 00, şi metoda expusă 
mai înainte nu mai este aplicabilă. 


Pentru a găsi dreapta de intersecţie, care este O orizontală, se foloseşte 


un plan auxiliar oarecare de scară Sg Planul S, intersectează planul So după 


„dreapta «'p', iar planul S, este intersectat de Sa 
S după af. Aceste două drepte se intersectează în 
` punctul y, care este comun celor trei plane. Dreap- 
ta de intersecţie è trece prin y ȘI € perpendiculară 
pe So (81). ` 
d) Intersecţia între o dreaptă şi un plan (fig. 467). 
Proiecţia i a punctului de intersecţie dintre o dreap- 
tă D, dată prin proiecția d și prin punctele de cotă 
(2) şi (3), cu un plan de scară S este dată de 
intersecţia dintre dreapta d și dreapta aß de inter- 
secție dintre planul S şi un plan oarecare dus prin 
dreapta D. În epură, dreapta af este determinată 
Fig. 467 de intersecțiile orizontalelor de cote 2 şi 3 ale pla- 
nului S şi ale planului auxiliar dus prin dreaptă. 


6. Rabaterea 


Fie planul de scară S şi un punct P situat în plan, a cărui proecţie este P’ 
(fig. 468). Orizontala planului a cărui proiecţie trece prin punctul p' are 
cota 3,5. Rabaterea planului pe planul de comparaţie se obţine construind pe 
proiecția unei orizontale un număr de diviziuni egale cu cota orizontalei. 
Aceste diviziuni sînt egale cu intervalul dat de scara epurei. Astfel, pe ori- 
zontala de cotă 1 se ia segmentul Ta = 1 la scara epurei. Dreapta 0a = sı 
este rabaterea liniei de cea mai mare pantă a planului care trece prin O, 
avind ca axă OS. Punctul corespunzător p; este intersecţia dintre S1 cu proiec- 
ţia orizontalei corespunzătoare. Distanţa de la ip, la S- este egală cu '3,5 
diviziuni luate la; scara epurei. 


Fig, 408 
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Cam în mod obişnuit AXR do rabatere este urma planului, so aduce punc- 


tul pa ÎN Po (Pap L90). dă. i 

Dacă se consideră dreapta gp €[$], atunci rabaterea ei este q Po 

Unghiul a = S0a oxprimă unghiul diedru dintro planul dat şi planul 
de comparație. 

Aplicaţii e e Se l 

1) Adevărea: marime a NNN triunghi. Fie A abe cuprins în planul 
de scară S: wte viriurilor snt cotele orizontalelor corospunză= 
toare (Ag 469). ` at At i 

Se at adevărata Mărime x acestui triunghi, mbătind planul său 
pe planul de comparaţie, în jurul urmei te. Pentru aceasta este suficient 
să se ohiină rabattre e 8 viriului a, Rabaterea Gadea & triunghiului 
dat este afin ortegonală triunghiului ade, avind ca axă urma u: 

3) Distanţa de la un punct la an plan (Ñg. 420). Fie P (5) punctul şi 
planul de scară S, cu intervalul î, = 0,8. Intervalul dreptei A perpen- 
dìiculara dusă din P pe planul S este dat de: Fig. 470 

ù = 110,8 = 135. 


Proiccţia A a dreptei este paralelă cu scara planului, iar intervalele inverse intervalolor 
planului. Pentru a afla piciorul perpendicularei, se duce prin dreaptă un plan oarecare, 
ale cărui orizontale duse prin punctele de cotă 5 şi 6 au o directie oarecare. Acestea 
întilnesc orizontalele planului de cotă:5 şi 6 în punctele « şi B. Punctul de intersecţie M 
dintre dreapta A cu dreapta a8 este piciorul perpendicularei, iar segmentul cuprins între 
punctul dat P şi punctul M exprimă, în proiecție, distanța de la punct la plan. 

3) Unghiul a două drepte (Ñg. 421). Fie d şi dı proiecţiile cotate a două drepte. Pentru 

N 
a găsi adevărata mărime a dd, se duce dinteun punct A(4), al dreptei d, 


PN — — 
dreapta d, || d, Adevărata mărime a unghiului îl = d, da = d, d, se obţine rabătind planul 


Ao 
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acestui unghi pe planul de comparație. În epură, axa de rabatere este urma u a planului 
determinat de cele două drepte concurente în „Î. Construcţiile sint indicate ìn epură. 
AA, oste egal cu 4 unităţi alo scării opurei, iar OAg = OA: i S Tr le 
4) Unghiul a două plane (fig. 472). Unghiul planelor ale căror scări sint 3 Si 53 
este dat de unghiul plan corespunzător, obținut prin secționarea celor două plane cu un 
plan perpendicular pe dreapta lor de inter- 
secţie ab. Acest plan se determină prin urma S 
sa mn Lab, pe planul orizontal de cotă 2. În 
spațiu, dreapta ab intersectează planul 


w Aaa 


auxiliar într-un punct p, astfel ca np Lab şi mp_l ab. Pentru a afla acest punct, se rabate 


dreapta ab pe planul orizontal de cotă 2, luînd bbo lab şi egal cu segmentul unitate 
al scării epurei deoarece diferența de cotă între punctele a şi b este 1. Rabaterea punctului 
căutat este intersecția pa dintre abọ cu perpendiculara dusă din r pe aceasta. Intersecţia 
perpendicularei dusă din po pe ab este proiecția p a virtului unghiului plan. Dacă se 


rabate .Ainpm pe planul orizontal de cotă 2 — axa este mn — se obţine <A npm, care 
exprimă mărimea unghiului diedru format de planele $ şi $}. 
5) Unghiul dintre o dreaptă și un plan. Fie planul de scară S, al cărui interval este : 


ip = 0,8, şi dreapta ab, cu: a (2) şi b (5); (fig. 473). Din a se duce ac || S, cu intervalul: 


şi cu sensul crescător al cotelor, invers sensului crescător al cotelor scării S. Dreapta ab 
este perpendiculară pe planul S. Pentru a afla unghiul dintre dreapta AB (ab) şi plan, 
se rabate % bac pe un plan orizontal (în epură planul orizontal de cotă 5), luînd aa, 
egal cu 3 diviziuni (5—2), ale scării epurei. Unghiul e este adevărata mărime a unghiu- 


lui bac, iar complementul său œ este unghiul căutat. 


7. Secţiuni plane 


a) Secţiune plană într-o piramidă (fig. 474), Fie piramida sabe, cu. s(6), 
a (0), b (1) și c (0,5), secţionată cu planul P. Virturile poligonului de secțiune 
sint punctele de intersecţie dintre muchiile poliedrului şi planul secant. 
Se obţine o construcţie simplă, proiectind piramida pe un plan Q, perpen- 


t 
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dicular pe planul socant și po planul de comparație (urma Q = P). Secțiunea 
se proieotează pe planul O după dreapta de intersecție dintre planele P gi Q 
Dacă se rabate planul Q pe planul de comparaţie, secțiunea este dată do 


Fig. 474 


at = san P*, B= sbn PY şi y“ = EAP, unde P* este rabaterea 
dreptei de intersecție dintre 'planele P şi Q, iar s'ab'c', proiecția piramidei 
pe [Q]. Cu ajutorul punctelor «*, B* şi y“ se obţine secţiunea căutată aßy. 

b) Secţiune plană într-un con. Se dă un con circular drept, cu baza în 
planul de comparaţie şi vîrful V (4,5). Planul secant este dat prin scara 


sa de pantă S (fig. 475). Secţiunea este 
o elipsă. 

Pentru a afla axele elipsei proiecţie, 
se secţionează conul și planul secant 
cu un plan care trece prin vîrful conului 
şi este perpendicular pe urma planului S, 
care apoi se rabate pe planul de com- 
paraţie. Rabaterea urmei planului secant 
pe acest plan este dc', iar generatoa- 
rele după care este conul  secţionat au 
ca rabateri : o'a şi vb, care se intersec- 
tează cu de' în m și n. Segmentul mun — 
proiecția pe ab a segmentului mn — este 
axa mare a elipsei proiecţie; axa mică af 
se obține cu ajutorul cercului de rază wy, 
rezultat din ` secţionarea conului cu 
un plan paralel cu planul bazei care 
trece prin mijlocul p/, al axei mari, 
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exprimate printr-o ecuaţie se numesc suprafeţe topo 
teren este o suprafață topografică. O suprafață topogrâii“ PETE 
proìecțiile curbelor: de secțiune făcute în suprafață prin plane orizontale 


8. Suprateţe topografice 


a) Definiții. Suprafețele ce nu au o definiție geometrică și nu pot fi 
grafice. Suprafaţa unui 
fică se reprezintă prin 


Fig. 476 Fig. 477 


echidistante, care se numesc curbe de nivel. Pe proiecția curbei de nivel 
pe planul de comparaţie se înscrie cota planului secant. Două curbe de 
nivel fiind situate în plane diferite nu se întîlnesc. 

Distanţa constantă dintre două plane de secţiune succesive se numeşte 
echidistanță reală. Echidistanţa reală redusă la scara desenului se numeşte 
echidistanță grafică. Fie 20 m distanţa între două plane orizontale de sec- 
ţiune, iar desenul făcut la scara 1/100 000, atunci echidistanța grafică este 
20 000/100 000 = 0,2 mm. 

Dacă se notează cu Æ echidistanța reală și cu — scara desenului, echi- 


í 


distanța grafică este dată de formula : e = Š. 
4 


În figura alăturată, echidistanţa reală este de 5 m (fig. 476). 


b) Suprafață de substituție. Numărul curbelor de nivel este limitat, astfel 
încît nu avem prin acest mod de înfățișare a suprafeței decit o reprezentare 
aproximativă, suficientă însă în practică. Se obișnuiește a se înlocui supra- 
fața de teren cuprinsă între două curbe de nivel succesive, prin suprafața 
generată de o dreaptă care în deplasarea sa rămine normală la una din curbele 
de nivel. Se naște astfel o suprafaţă riglată strimbă, care se numeşte supra- 
faţă de substituție., În general, curbele de nivel sînt destul de vecine una cu 
cealaltă, astfel încît se poate considera că generatoarele acestei suprafețe 
riglate sint normale la amindouă curbele de nivel. În acest caz, suprafața 
de substituție este desfășurabilă. 

c) Punct situat pe suprafață. Cota unui punct situat pe o curbă de nivel 
este cota curbei pe care se află. Pentru a determina cota unui punct a cărui 
proiecţie c este situată intre două curbe de nivel 40 şi 45, de exemplu (fig. 477), 
se duce prin c o dreaptă ab aproximativ normală la cele două curbe de nivel. 
Această dreaptă este proiecția  generatoarei suprafeței de substituție care ` 
trece prin punctul dat, \ 
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Dacă planul orizontal de cotă 40 se consideră plan de comparaţie, iar b 
este proiecția ortogonală pe acest plan a punctului B situat pe curba de 


nivel de cotă 45, atunci AabB este dreptunghic, cu b = 90° şi cu cateta ab 
în planul de nivel de cotă 40. Din acest triunghi rezultă relaţia : i 
p ac 
g% = 9 — ! 


ab 


è 
unde x este cota punctului c; ac și ab se măsoară folosind scara epurei, iar 
5 este diferența cotelor curbelor de nivel intre care este cuprins c. 


Fig. 478 ; Fig. 479 


d) Secţiune plană. Pentru a construi curba după care un plan secționează 
o suprafaţă “topografică, se iau intersecțiile curbelor de nivel cu orizontalele 
corespunzătoare ale planului. Astfel, suprafaţa topografică reprezentată prin 
curbele de nivel 1, 2,... 5 este secţionată de planul S (fig. 478) după curba 
abedd,bua-, ale cărei puncte a, a, b, b, sînt intersecțiile orizontalelor planului 
secant de cotă 1,2..., cu curbele de nivel de cotă 1,2,... 


9. Intersecţia a două suprafețe topografice 


Intersecţia a două suprafețe topografice se obține luînd punctele de inter- 
secție ale curbelor de nivel care au aceeaşi cotă. Unind aceste puncte printr-o 
trăsătură continuă se obține curba aproximativă a intersecţiei. 


a) Intersecţia dintre o curbă şi o suprafață topografică. Suprafața topo- 
grafică este dată prin curbele sale de nivel, iar curba prin proiecția sa (D), 
pe care sint înscrise cotele unui număr oarecare de puncte (îig. 479). 

Se consideră curba (T) ca directoarea unui cilindru ale cărui generatoare 
au o direcţie oarecare. În epură, generatoarele cilindrului sînt orizontale; 
iar cotele lor sint cotele punctelor corespunzătoare de pe (D). Curba de inter 
secţie dintre acest cilindru și suprafață se intersectează cu curba (T) în 
punctele P' şi Q căutate, $ 
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Dacă (Ù) osto o droaptă, punotele oi de intersecţie cu suprafața sint date 
do intorooția droptol ou curba do secțiune făcută cu un plan care trece 
prin droaptă, , 
Aplicația practică a acestor două probleme se găseşte la trasarea drumurilor 
şi la construlvoa tunolelor, 


g. 480 


b) Profilul unoi supratoţe topografico în lungul unei curbe (T) este curba 
de intersecţie dintro suprafaţa topografică și cilindrul vertical a cărui curbă 
directoare osto curba (F). Proiocţia ortogonală (1) a curbei (T) este sec- 
țiunea normală a acestui cilindru. 

Profilul suprafeţei topografico în lungul curbei date se obţine desfășurind 
cilindrul de mai înainte. Acest profil so construieşte cu ajutorul a două axe 
rectangulare. Pe axa verticală se poartă cotele curbelor de nivel luate la 
scara desenului, iar pe axa orizontală se ia lungimea secţiunii drepte 
(fig. 480 a, b, c). Punctul 4 pentru câre punctele de intersecţie dintre curba (D)cu 
curbele de nivel corespunzătoare se confundă reprezintă punctul cel mai 
inalt al profilului. În destășurare, tangenta în punctul M corespunzător, 
la transformata curbei, este paralelă cu liniilo 4145; Ass; Aadli ete, 
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Secțiunea făcută cu un plan vertical care trece prin normala în m ] 
curba (I”) se numește profil transversal, în punctul m. Cota punctului i 
necesară pentru a construi acest profil, este dată de profilul longitudinal 


(fig. 480 b, c). 


, 10. Liniilo do pantă alo unei suprafețe topografice 


a) Linia de pantă egală este linia trasă pe o suprafață topografică ce are 
în toate punctele ei aceeași pantă. Tangentele în toate punctele curbei fac 
acelaşi unghi cu planul de comparație. 


RANUA O N w 


Fig. 481 + Fig. 482 


Fie suprafaţa topografică dată prin curbele de nivel 7—8, pe care se 
trasează o curbă ce leagă punctul A (1) cu B(8), a cărui pantă este 0,4 
(fig. 481). Pentru a construi această curbă trebuie să se cunoască intervalul 
corespunzător pantei 0,4. Pentru aceasta, pe axele unui sistem rectangular 
se ia Op — 0g (fig. 482). Segmentul Og se divide în 10 părți egale, iar Op 
în patru părți. Unind punctul de diviziune 4, situat pe Og, cu p se obține 
tga = 4: Op = 0,4; (Op = 10). 

Deoarece diferența dintre cotele punctelor A şi B este 7, se duce din 
punctul de diviziune 7 paralela mn la 4—p și se divide segmentul On în şapte 
părți egale. A şaptea parte din acest segment este intervalul dreptei. de 
pantă 0,4. Lungimea proiecției curbei este On, iar adevărata sa lungime mn. 

Pentru a avea în epură (fig. 481) curba de pantă dată, se construieşte 
din Á ca centru un arc de cerc cu raza egală cu 7, ce intersectează curba 
de nivel imediat superioară, în două puncte ae şi a, situate în epură pe curba 
de nivel de cotă 2. Din aceste puncte se construiesc două arce de cere cu 
raza í, ce intilnesc curba de nivel'de cotă 3 în punctele ba, bi. Procedind în 
acest mod mai departe, se obţine o reţea de linii poligonale în zigzag, care 
au toate aceeași lungime și aceeași pantă. (Figura arată numai o parte 
din ele.) 

Dacă linia ce se construieşte -reprezintă traseul unui drum, se ia curba 
care întilneşte curba de nivel de cotă 8 cit mai aproape de punctul B. 
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onvenabil cele două puncte 


Linia poligonală care unește în chipul cel mai c Dură, acest drum e figurat 


servește pentru a aproxima traseul drumului. În e 
punctat, 


b) Linia de cea mai mare pantă între două puncte ale unei suprafeţe topo- 
grafice (fig. 483). Fie o suprafață topografică dată prin curbele de nivel: 
a, b, e... şi un punct Ag, situat pe curba de nivel a. 


SS fo Dacă din A se descrie un cerc tangent curbei de 


N nivel următoare în Bo, atunci ABo este linia situată 
pe suprafaţă care are cea mal mare pantă între 
Av si Bo: 

` í Dacă se obțin în același mod punctele Co, Do... 

n e situate pe curbele de nivel c, d., atunci linia 
ae, AoBoCoDo ... este linia de cea mai mare pantă a 

LS suprafeţei între punctele Ao şi Bo. 

Deoarece AsBo BoCo, CoDo... sint normale la 
curbele de nivel: a,b, c, d..., în Bo, Co Do- 
Fig. 483 linia AoB9CoDo... este o traiectorie ortogonală 
a curbelor de nivel. A 


Aplicații 


a) Acoperișuri cu pante diferite. Fie poligonul ABCDEF suprafaţa ce trebuie aco- 
perită (fig. 484). - Š 

Coama acoperişului rezultă din intersecțiile planelor versanților ale căror pante sînt 
date. Pentru a, găsi aceste intersecții, se consideră planul planşeului de susținere drept 
plan de comparaţie. În acest caz, dreptele: AB, BC, CD,... sînt orizontale de cotă zero 
ale versanților respectivi, iar intersecțiile lor A, B, 0,... puncte ale dreptelor de inter- 
secţie căutate, care sînt determinate de aceste puncte a, b,c... de intersecţie a orizonta- 


j Fig. 484 
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lelor versanților de cotă 7. Pentru a exprima grafic intervalele planelor versanților, se 
iilor, s 


AN 

duce în unghiul drept SOR dreptele 7...6, care fac cu OR unghiurile x 

pantelor date. Sida tole cuprinse între OR şi laturile 7...6 jet iai ct 

dusă din R la OS cu OR = 1, sînt intervalele cerute. d PO GEIL 
Dreptele de intersecţie Aa şi Ff se întretaie în M, care e punctul de intersecţie a 

trei plane. "PEAS 

Unind punctele M, N, P şi Q, rezultate din intersecția a cite trei plane, se obține 
traseul coamei acoperişului. Din intersecţia de mai înainte rezultă următoarele reguli 
la trasarea acoperişurilor cu pante diferite : 

1) Dacă se întilnesc două culmi ale unui acoperiș într-un punct dind naștere unui jgheab 
sau la o coamă, atunci prin acel punct mai trece o a treia culme. 

2) Linia de intersecție a două plane de acoperiș (coama) trece prin punctul de inter- 
secție a streșinilor acoperișului, prelungite după vote. 

Pentru a marca pe desen un jgheab sau o culme, se indică sensul scurgerii apei printr-o 
săgeată aşezată perpendicular pe direcţia streşinii sau se așază această săgeată pe muchia 
respectivă, aşa cum se arată în figura 484. 

b) Trasarea unei șosele. Se presupune că întinderea suprafeței topografice este limi- 
tată la liniile de nivel de cotă 75 şi 26 (fig. 485). 

Dacă panta şoselei este de 1/5, intervalul corespunzător este 5. Pentru debleu se 
dă panta 2/3, rezultind intervalul i; = 1,5; iar pentru rambleu panta 4/5, cu intervalul 
î, = 1,25. Se trasează pe hartă axa «xı a şoselei. Se presupune că liniei orizontale ZV 
îi corespunde punctul de cotă 77 de pe şosea, şi fie 8 m lărgimea şoselei, reprezentată 
la scara desenului prin patru diviziuni. 

Se construieşte, de o parte şi de alta a axei, dreptele OZ şi PV (PV ||QZ || a), care 
reprezintă marginile şoselei. Amenajamentele obișnuite unei astfel de construcţii, ca 
şanţurile de scurgere a apei etc., neintrind în cadrul acestor preocupări, se neglijează. 
Cu intervalul dat se construiesc orizontalele planului şoselei de cote : 77, 18... 24. Aceste 


de cotă 27 a şoselei întilneşte curba de nivel 27, în punctul A. Dreapta AB intersectează 
marginile şoselei în punctele C şi D. În aceste puncte se face trecerea de la debleu la 
rambleu. Dreapta AB care are cota nulă, atît față de şosea cît şi față de teren, se 
numește linie de cotă nulă. Ă 

Marginile şoselei reprezintă dreptele după care planele de debleu şi de rambleu se 
taie cu planul șoselei. Pentru a afla curbele după care suprafața terenului este tăiată 


Sa NIS N N SX e 
A SS 


Fig 485 
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de planele do doblou şi ramblou, so construiesc în două puncte oarecare n și nu, situate 
pe liniile QZ şi PV, somicorourile do rază r egală cu intervalul planului de debleu (în epură 
n şi n, sint situato pe orizontala 27 a şoselei), iar din punctele în care orizontala 22 
a şoselei intorseotoază droptele QZ şi PV se duc tangente la aceste semicercuri. S-au 
obținut astfel orizontalele do cotă 22 ale planelor de debleu. Paralelele la aceste orizontale 
duso prin punctele de cotă 23, 24 etc. ale marginii șoselei sînt orizontalele planelor de 
deblou. Scara de pantă (S) a acestui plan este perpendiculară pe aceste orizontale. 

Dacă se consideră ca sons al șoselei sensul cotelor crescînde, a dp şoselei este mar- 
ginoa QZ. Astfel, de partea dreaptă a șoselei, orizontala planului de debleu de cotă 21, care 
e dreapta n— 27, intersectează liniile de nivel în punctul 27; analog se construiesc punc- 
tele do cotă 22, 23, 24... etc. ale curbei de secțiune făcută în suprafața terenului. i 

Pentru a obţine planele de rambleu cu raza rı = i, se descriu în punctele m şi mu, 
care în opură au cotele 79 și 78, două semicercuri. Din punctul de cotă 78 (din dreapta 
şoselei) se duce o tangentă la semicercul m, care e orizontala de cotă 18 a planului de 
ramblou. Se construiește apoi scara (15), cu ajutorul căreia se obţin punctele : 75, 16, 17... 
etc., ale curbei de rambleu din dreapta șoselei. Profilurile transversale ale şoselei în debleu 
şi rambleu, se obțin secţionînd șoseaua şi terenul prin plane normale planului de com- 
paraţie, care trec prin orizontalele planului şoselei. În epură sînt construite profilurile 
transversale corespunzătoare orizontalelor de cotă 77 şi 23. 

c) Rampa curbă (fig. 486) serveşte la racordarea a două porţiuni de şosea ale căror axe 
au direcţii diferite. Orizontalele de joncțiune cu rampa au cote diferite. 

Astfel, să se construiască rampa curbă între cotele 70 şi 73 ale unei şosele late de 
14 m, ştiind că panta rampei este de 0,8; axa rampei de racordare este un arc de elice 
tras pe un cilindru cu raza de 26 m. 

Suprafeţele taluzurilor sînt înfășurătoarele conurilor de revoluţie ale căror generatoare 
fac un unghi constant cu planul H. Înălţimile conurilor sînt cotele orizontalelor rampei, 
iar vîrturile descriu arcul de elice proiectat după arcul de cerc 10—13. Curbele de nivel 
ale taluzurilor se obţin prin puncte ducînd normale la curba rampei și luînd pe ele, către 
interior sau în afară, lungimi egale cu R = ztga. În epură, proiecţiile curbelor de nivel 
întășoară cercurile care reprezintă bazele conurilor ce dau naştere taluzurilor. Pentru a 
cunoaşte razele acestor cercuri se ia o lungime egală cu 10 diviziuni din scara desenului 
şi perpendicular pe aceasta, un segment egal cu 8 diviziuni. Triunghiul Omn astfel format 


dă grafic unghiul E zæ 51°30, pe care generatoarele conurilor îl fac cu [H]. Segmentele 
paralele cu Om, cuprinse între laturile Om și On ale triunghiului Omn, sînt razele cercu- 


Fig. 480 
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rilor căutate., S-a divizat segmentul On în trei părţi, deoarece nu s-a căutat d 
conurilor care corespund punctelor a, b şi e. Curbele de nivel ale t 
gente la aceste cercuri și sînt paralele între ele. 

d) Reprezentarea unei platforme (fig. 487), Fie terenul reprezentat, prin curbele de 
nivel 78—26. În punctul A de pe teren, ca centru, la cota egală cu 22, se construieste 
o plattormă dreptunghiulară abcd. Debleurile şi rambleurile au înclinația determinată “Aa 
planele de scară S şi Sı, Deoarece curba de nivel de cotă 22 intersectează laturile plat- 
formei în punctele m şi n, în aceste puncte se trece de la rambleu la debleu. Orizontalele 
planelor S, intersectează curbele de nivel ale terenului în punctele de cote 23, 24, 25 
şi 26. Curbele care mărginesc debleul se intersectează în punctul r situat pe bisectoarea 
unghiului ò, deoarece planele de secţiune S, au același interval. Umplutura începe de 
la curba 22 către curbele de nivel de cotă descrescătoare, deoarece porțiunea de plat- 
formă mnde este deasupra terenului. Secţiunile terenului cu planele § dau conturul ngpm al 
rambleului. Curbele ng şi pg se întilnesc pe bisectoarea unghiului d, deoarece planele S$ 
au acelaşi interval. 

e) Reprezentarea unei suprafețe topografice de racord (fig. 488). Suprafețele topografice 
intervin şi în construcţia maşinilor ca și a navelor. Pentru a le reprezenta grafic, se 
folosesc curbele obținute prin secționarea cu plane paralele sau cu plane care trec 
printr-o aceeași dreaptă. Astfel se obţine nu numai o reprezentare grafică a suprafeței, 
ci şi posibilitatea construirii machetei ei. În epura 488 este reprezentată partea de eva- 
cuare a apei unei turbine, care este o suprafață topografică. Pentru a o reprezenta, a 
fost secționată cu plane verticale care trec prin axul z. În epură s-au luat unghiuri de 
10° pentru diedrele a două plane succesive. Secţiunile se proiectează vertical după curbele >. 

Dacă p este proiecția unui punct pe curba dată de planul care face un unghi de 50° 
cu planul iniţial, se poate afla cota sa q, rotind p în jurul axei Z, aducindu-l în p; €Z0°, 
de unde, ridicînd linie de ordine, se obţine p'€ y (50%). Cota q a punctului este cota pla- 


nului de nivel corespunzător. Acest mod de reprezentare se numește proiecție cotată 
circulară. 


t decit razele 
aluzurilor sînt tan- 


Fig. 487 Fig. 488 


pastă 
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rilor căutate. S-a divizat segmentul On în trei părţi, deoarece 
conurilor care corespund punctelor e, b și e. Curbele 
gente la aceste cercuri şi sint paralele între ele. 

d) Reprezentarea unei platforme (fig. 487). Fie terenul reprezentat prin curbele de 
nivel 78—26. În punctul A de po teren, ca centru, la cota egală cu 22, se construieşte 
o plattormă dreptunghiulară abcd. Deblourile şi rambleurile au înclinația determinată de 
planele de scară S şi Si Deoarece curba de nivel de cotă 22 intersectează laturile plat- 
tormei în punctele m şi n, în aceste puncte se trece de la rambleu la' debleu. Orizontalele 
planelor S, intersectează curbele de nivel ale terenului în punctele de cote 23, 24, 25 
şi 26. Curbele care mărginesc debleul se intersectează în punctul r situat pe bisectoarea 
unghiului b, deoarece planele de secţiune $, au același interval, Umplutura începe de 
la curba 22 către curbele de nivel de cotă descrescătoare, deoarece porţiunea de plat- 
formă mande este deasupra terenului. Secţiunile terenului cu planele § dau conturul ngpm al 
rambleului. Curbele ng şi pg se întîlnesc pe bisectoarea unghiului d, deoarece planele S$ 
au acelaşi interval. 

e) Reprezentarea unei suprafeţe topografice de racord (fig. 488). Suprafețele topografice 
intervin şi în construcția maşinilor ca şi a navelor. Pentru a le reprezenta grafic, se 
folosesc curbele obţinute prin secţionarea cu plane paralele sau cu plane care trec 
printr-o aceeași dreaptă. Astfel se obţine nu numai o reprezentare grafică a suprafeței, 
ci şi posibilitatea construirii machetei ei. În epura 488 este reprezentată partea de eva- 
cuare a apei unei turbine, care este o suprafață topografică. Pentru a o reprezenta, a 
fost secţionată cu plane verticale care trec prin axul z. În epură s-au luat unghiuri de 
10° pentru diedrele a două plane succesive. Secţiunile se proiectează vertical după curbele A. 

Dacă p este proiecția unui punct pe curba dată de planul care face un unghi de 50° 
cu planul iniţial, se poate afla cota sa q, rotind p în jurul axei Z, aducindu-l în p; €Z0°, 
de unde, ridicînd linie de ordine, se obţine p'€ y (50%). Cota q a punctului este cota pla- 
nului de nivel corespunzător. Acest mod de reprezentare se numește proiecție cotată 
circulară. 


o nu s-a căutat decit razele 
de nivel ale taluzurilor sînt tan- 


o or 
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Exoroiții 

1) So dau punctele: A (8) şi B (7). Știind că segmentul ab = 3, iar epura este 
executată la 1/100, să so calculeze :; 

a) Distanţa dintre cele două puncte. 

b) Unghiul pe care dreapta îl faco cu planul de comparație, 

c) Să se construiască urma dreptei, 

2) Se dau punctele A (7) și B (5) cu ab = 4,5 cm. Se cere să se găsească : 

a) Panta dreptei determinată de cele două puncte. « 

b) Urma dreptei po planul de comparaţie. 

3) Se dau două drepte concurente, Să se construiască : orizontalele planului deter- 
minat de ele și scara sa de pantă. 

4) Se dă o dreaptă prin proiecția ei, proiecția cotată a unui punct ce-i aparține P (3), 


intervalul i = 4,5 şi un punct Q (7) exterior dreptei. Să se construiască scara de pantă 
a planului determinat de dreaptă și punct. 


5) Să se construiască dreapta de intersecţie dintre două plane ale căror scări de pantă 
sînt suprapuse. 


CAPITOLUL XIV 
ELEMENTE DE NOMOGRATFIE 


1. Introducere 


Aplicațiile tehnice ale matematicii constau în folosirea formulelor deduse 
pe cale raţională la cazuri concrete. Formula obţinută pe cale de raționa- 
ment se referă la un fenomen natural, care se poate repeta plecind de la 
date diferite, ceea ce atrage schimbarea coeficienţilor care intră în compo- 
nența ei. Pentru a ușura calculul, în cazul unei repetări a unei aceleiagi 
formule, se folosesc în general instrumente de calcul — rigla de calcul este 
instrumentul cel mai comod și mai uşor de minuit —, tabele cu valorile 
numerice ale unor funcţii sau ale unor formule și grafice speciale. 

Graficele. speciale cuprind două capitole : calculul grafic şi nomogramele. 
În cele ce urmează'se dau cîteva din principiile care stau la baza calculului 
grafic și nomogratic. 


2. Calcul grafie 


. . . hY a ă 
a) Fie fracția ireductibilă pi alo 50 înmulțește cu un număr c. Pentru 


a afla produsul a c = x se ia un sistem de axe rectangulare (fig. 489) oyz, 


divizate într-un număr suficient de intervale egale (de obicei se foloseşte 
hîrtie milimetrică). Pe axa OX se poartă 
lungimea exprimată prin numărul a, iar pe 
OY lungimile corespunzătoare numerelor b 
şi c. Fie OA = a, OB =b şi OC = c; dacă 
din C se duce CD|OA, se observă că 


z=0D=- e, 
b 


b) Valoarea numerică a unui polinom. 
Fie polinomul : 


Fig. 489 Piz) = 2x +3 t 4—5, 
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a cărui valoare pentru g = = se calculează folosind procedeul lui E. Lill. 
t 


Pentru construirea epurei (fig. 490 a) se ia un sens de rotație gi o direcție OD, 
care se consideră pozitive; astfel, direcțiile Di, Dz, Da și Di = D, prove- 


nite din rotația succesivă cu a direcţiei OD, sint pozitive. Adică o direcţie 


pozitivă rotită în sens pozitiv dă tot o direcţie pozitivă. 
2-4 


2 


Fig. 490 


„Pentru a obţine valoarea numerică a polinomului P(x) pentru z dat, se 
ia o origine O (fig. 490 b) și se construiesc la scară segmentele: QA = 2 
AA, = 3, A,A, = 4 şi AzA; = 5, ultimul segment are sens negativ, unde 
AA, LOA, A14, | AA; ... ete. 
Se notează : x == = tg«. Pentru a obţine a se ia pe AO segmentul AQ: — 4 
și AB* = 3. Dacă din O se duce OB || 0*B*, se obţine : 
AB = AO tigua=2tga. 


În B se duce BB,LOB, iar în B, so duce B,B, LBB.. d 
K graficul astfel obținut, rezultă relațiile : et 1 Urmărindu-se 


AB = (2 tg « -+ 3) tea 
A,B, = (2 tg? « +3 tg « -t 4) tg a. 
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Pentru a avea v li lui i uk 
i aloarea polinomului, trebuie iv i , 
— 5; deci: caută ) uie să se adauge termenul liber 


A) ABa — AAs = AaB, ~ 0,5, 
Dacă Aad, = ABa atunci valoarea luată pentru z este rădăcină a ecua- 
tiei P(x) = Ù. i 

Calculul grafic este o metodă folosită în tehnică, permiţind rezolvarea 
unor probleme destul de complicate. Din exemplele tratate mai înainte se 
observă că exactitatea soluţiei depinde de exactitatea desenului și că luindu-se 
alți coeficienţi trebuie să se construiască alt grafic. Deci pentru fiecare caz 
în parte al unei aceleiaşi probleme sint necesare grafice deosebite. De aici, 
necesitatea de a găsi o metodă care să ducă la rezolvarea unei probleme 
cu toate variantele, cu ajutorul unui singur grafic. Aceasta este metoda 
nomografică. 


3. Scări 


a) Fie un şir de numere şi o axă orientată, pe care se ia un punct fix, 
numit origine. Dacă pe această axă, începînd din originea 0, se poartă lungimi 
proporţionale cu numerele considerate, se obţine pe axă o diviziune care 
se numeşte scară metrică sau regulată. Fiecărui punct al scării îi corespunde 
un număr al șirului şi reciproc. Unitatea de măsură folosită pentru lungimile 
de mai înainte se numeşte modul. Dacă se notează cu u modulul unei scări 
şi cu N, numărul reprezentat, abscisa corespunzătoare z este dată de rela- 
ţa a = uN 

Această relație se numeşte ecuaţia scării, iar forma sa generală este: 


x= uN + K. 

b) Dacă pe o axă OX se iau, plecind din origine, segmente proporționale 
cu valorile unei funcții f(2), se obţine, ca şi în cazul precedent, o scară 
care este numită funcțională. În acest caz, unitatea de măsură u este modulul 
scării. Modulul este prin urmare distanța cuprinsă între două puncte cotate 
cu a şi b, astfel încît f(b) — f(a) = 1. Trebuie ca, în intervalul considerat, 
funcţia să fie uniformă, adică pentru o valoare a variabilei æ să corespundă 
o valoare unică pentru f(x). De obicei, creşterea variabilei z se face după 
o progresie aritmetică. Distanţa între două puncte succesive ale scării se 
numește interval. Acest interval! este constant numai în cazul scărilor 


metrice. 


Aplicaţie 

1) Relaţia funcţională la care corespunde scara metrică fiind de tipul y = ax + b, 
să se reprezinte scara metrică a funcției y = 2% + 1 în intervalul — 4 ses? 

Scara ce se obține este o scară metrică dublă (fig, 491) regulată, Pe partea superioară 


a scării sint înscrise valorile lui y, iar pe cea interioară, colo alo ui e, 


- 1 6. y 


-1 0 1 gX 
lig. 491 
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a) * y . y + . [+ n x Fi in p In) 
2) Se consideră acum funcția y = z?, a cărei variaţie sc urmăreşte în intervalul 
Scri, 
à è è + e + . . =] > ahli ` 
introducindu-se în relația de mai înainte valorile lui z, se obţine urm itorul tabiou ; 
Yy | 014916 
e-|.0128 4 


După acest tablou se construieşte scara funcţiunii, inscriind pe o parte a ei valorile 
lui æ şi pe cealaltă acelea ale lui y (fig. 492). Se observă că în timp ce modulul sca 
este constant, al scării y este variabil. Modulul scării y scade după intervalul 0—1. 


(4102199 9 y 
i 7 

0 1 2 3 x 
Fig. 492 


c) Seară logaritmică. Scara a cărei ecuaţie este de forma : 
x= u log NK (1) 


se numeşte scară logaritmică. Coeficientul p este modulul scării şi reprezintă 
segmentul de la 1 la 10, în cazul cînd baza logaritmilor folosiţi este 10. 
Dacă N = 10, ecuaţia de mai înainte devine: z= u + K. De unde se 
deduce că distanţa dintre punctul de abscisă K şi cel de abscisă 10 este 
zı, = u + K— K = u. Acest segment se numește parte principală a scării. 
Deoarece scara a cărei ecuație este (1) se obține prin deplasarea scării a 
cărei ecuație este z = u log N, se construieşte această scară pentru 1 >N>410, 
cu u = 10; astfel se obţine o exprimare mai comodă. Cu ajutorul tabelelor 


logaritmice se construieşte tabloul: 


NEESS aie 5 ea 078 395510 
z 10 3 4,7 6 6,9 7,7 8,& 9 9,5 10 


Dacă abscisele sînt logaritmii numerelor W se obţine scara regulată 
z= 10 - log N, în timp ce scara numerelor este cu modul variabil (fig. 493). 
În acest mod se poate citi pe scara z logaritmul numărului înscris pe scara N. 
Este evident că s-ar fi putut lua ca abscise numerele, schimbind scările între 
ele. Pentru a cuprinde numere superioare sau inferioare celor luate, se prelun- 
gește scara obţinută. Dacă se presupune că NW variază de la 1 la 100, atunci 
ecuaţia scării devine : 

z= 10 log (10 N) = 10 (log 10 + log N) = 10 (| + log N) = 10 log N+10 

deci se obţine prelungirea scării deplasind-o spre dreapta cu 10 TNS 
(fig. 494). i 
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Partea obținută prin deplasarea scării date are aceleaşi diviziuni, care 
corespund însă la valori de 10 ori mai mari. pa 


d) Scări derivate şi transformate. Fie f(x) o funcţie a cărei scară este S: 
se poate folosi scara S pentru a construi scara S}, a funcţiei f [ẹ(x)], care 
se numeşte derivata scării funcției f(z). Pentru aceasta (după ce s-au calculat 
valorile X; ale funcției ẹ (x) pentru æ cuprins in intervalul considerat), se 
însoriu pe ax punctele corespunzătoare valorilor X; citite pe scară inscriin- 
du-se alături de aceste puncte şi valoarea corespunzătoare a lui z. De ase- 
menea se poate folosi scara funcţiei f(x) pentru a construi scara funcţiei 
g[f(x)] care se numeşte transformata scării funcţiei f(x). Dacă funcţia e() 
este rațională şi întreagă, construcţia se poate obține prin proiecții succe- 
sive 1. Cazul cel mai frecvent este acela cind ecuaţia scării transformate 
este de forma: 

F (2) = mf (a) ta 
pf (=) + g 
cu mg —np Æ 0. Scara funcției F (x) este transformata proiectivă a scării 
funcţiei f(x). Construcția este următoarea: pe o axă care trece printr-un 
punct cotat cu a, pe scara funcţiei f(x), se determină direct trei puncte de 
cote, a, b şi c, situindu-se punctul de cotă a în punctul de concurență a 
celor două suporturi. Dreptele care unesc punctele de cote b și c situate 
pe cele două scări sînt concurente în O. Proiecţia din O a scării funcţiei f(z) 
pe suportul funcţiei F(z) determină scara acestei funcţii (fig. 495). 

Această construcţie se bazează pe invarianţa raportului anarmonic în trans- 
formările obţinute prin proiecția centrală. 

Folosindu-se acest procedeu se pot construi cea mai mare parte a scărilor 
care se întîlnesc în practica calculului nomografic cu ajutorul a patru scări 
fundamentale : scara metrică, scara logaritmică, scara sinusurilor şi scara 
tangentelor. Aceste scări se numesc etaloane de gradare. Printre scările trans- 
formate frecvente sînt transformatele omografice-ale scării metrice. 


Fig. 495 ` Fig. 496 


Astfel, se poate schimba modulul unei scări logaritmice al cărei suport 
este S, proiectind-o dintr-un punct O pe un suport S* || S convenabil situat 


în raport cu centrul O (fig. 496). 


1 d'Ocagne Maurice. Gtom. pure et appliquée, p. 269. 
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e) Seară curbilinie, Fie curba dată prin ecuaţiile parametrice z = e(a) 
şi y = (e). Parametrul fiind a, ecuaţiile de mai înainte sînt ecuaţiile 
scării, Ti 

Cind a variază, punctul (wy) descrie o curbă ale cărei puncte se exprimă 
în funcție de a. Pontru a construi scara se dă parametrului « diferite valori 
cărora le corespund puncte ale curbei. 
Astfel fie curba dată prin ecuaţiile: 
z= 02, y = 2a. Dindu-se parametrului a 
valorile: 0, 1, 2, 3 ...„ se obţine 
tabloul : 


a -|.0 34532 58 
ERORE A E, 
DO A G 


Curba se trasează cu ajutorul punc- 
telor (fig. 497) ale căror coordonate 
sint date de tablou. Scara obținută, în 
Fig. 497 general, nu este regulată. 


4. Abace 


Fie F(xyz) = 0 o relație între trei variabile independente v, y şi z, care 
reprezintă o suprafață. Dacă se atribuie variabilei z valorile : ci 2e 3ean 
etc., se obțin ecuațiile : 


FT y 0) =0 P (2, y, 20) = 
F (x, y,c)=0 


care reprezintă proiecţiile ortogonale ale curbelor de intersecţie dintre planele 
z=0, z=c... etc. şi suprafaţa dată. Deoarece punctele unei aceleiaşi 
curbe astfel obţinute au toate aceeaşi cotă, se numesc curbe de nivel. 

Dacă ecuaţia F(zyz) = 0 este de gradul întîi în x și Y, curbele de nivel 
ca şi proiecţiile lor sînt drepte, iar ecuaţia dată este de forma: 


z=az+by+e, 


care reprezintă un plan. Dacă a = b, dreptele de intersecție dintre planul 
reprezentat prin ecuaţia precedentă cu planele z = k; au coeficientul unghiular 
egal cu 1 și unghiurile pe oare lo fao cu axele sint egale. Deci, curbele de 
nivel sint drepte paralele. Dacă ecuaţia dată este de gradul al doilea, curbele 
de nivel sint conice. $ à | 

Fie, spre exemplu, freca lia hiperbolic z = ay, ale căr 


. : : ui curbe de 
nivel sint hiperbole echilatere sy = k omotetice, 


raportate la asimptotele 
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lor, Pentru că punctele unei aceleiaşi hiperbole au toate aceeaşi cotă W, se 
notează proiecția ei ortogonală cu cota respectivă. Șirul acestor curbe rapor- 
tate la un sistom de axe rectangulare constituie un tablou grafic care inlo- 


mA 
HB 
Ey 
UA 
oog 


Fig. 198 


cuieglo tabla înmulţiri. Acest ta- 
blou format din linii şi coloane se 
numeste abac (fig. 498). 

Pentru a găsi produsul a două 
numere se caută punctul din plan 
care are drept coordonate valorile 
numerelor date. Acest punct se gă- 
seşte pe o hiperbolă a cărei cotă 
este egală cu produsul căutat. 


5. Anamorfoză 


În exemplul de mai înainte, 
curbele de nivel au fost oarecum 
uşor de construit. S-ar putea ca 
forma lor să ceară o construcție 
grafică dificilă. - Pentru a îndepărta 
acest neajuns, se caută o trans- 


formare convenabilă, astfel ca aceste curbe să fie înlocuite prin drepte, 
pentru construirea cărora sìnt suficiente două puncte. 
Astfel, dacă se aplică logaritmii ecuaţiei z = zy, se obţine: 


log z = log z +log y. 


Produsul s-a transformat în sumă. Deoarece suma coordonatelor unei drepte 
care face cu axele unghiuri egale este constantă, e suficient să se poarte pe 
axe lungimi proporționale cu logaritmii valorilor coordonatelor, pentru ca 


dreapta să fie locul geometric al punc- 
telor din plan al căror produs al dis- 
tanțelor la axe să fie constant. 

7 Deci diviziunile axelor vor fi loga- 
ritmice, iar curbele care reprezintă un 
produs de valoare dată devin drepte 
înclinate cu 45° față de axe. Coordo- 
natele originii fiind nule, trebuie ca 
aceasta să fie cotată cu 1, deoarece 
logaritmul unității este zero. În acest 
mod, abacul cu curbe de nivel hiper- 
bole din figura precedentă devine-un 
abac (fig. 499) ale cărui curbe de nivel 
sint drepte. Această metodă de trans- 
formare a fost descoperită de Lalanne 
şi se numește anamorfoză. 


1 29 IO 40 So 7 80N 

INEN ENNE] “ai 
8 40 
7 x 
6 60 
5 i 50 
ANEA ră 
EAF în 


Rig 499 
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Metoda anamortozei aplicată funoţioi z = wy se extinde la clasa de funcții 
de forma : 


care se transformă în : 
log z = log f(x) + log f(y). 
Axele coordonatelor se vor cota după ecuațiile : 
a = log f(x) şi y = log f(y), 


iar curbele care reprezintă produse de aceeași valoare 1, 2, 3... ete. devin 
drepte înclinate la 45° pe axe. i 

Evident că este simplu să se transforme prin anamorioză o suprafaţă riglată 
reprezentată prin ecuaţia : 


z= (x) + y (y). 


În acest caz este suficient să se gradeze axele după legile 2 = e(2) şi 
y = Wy). 

Se observă că se poate aplica anamorfoza unei ecuații F(syz) = 0, 
dacă este posibil să se exprime variabilele z, y şi z cu ajutorul unor expresii 
depinzînd de o singură variabilă şi dacă prin eliminarea variabilelor z, 4y, 3, 
între cele trei ecuaţii se obţine din nou ecuaţia F(x, y, z) = 0. Operația 
de separare a variabilelor este o problemă de algebră şi poartă denumirea 
de disjuncția variabilelor. 

Dacă ecuaţia dată nu permite separarea variabilelor prin substituţiile 
T' = o(2) şi y= V(y), se poate obţine în unele cazuri disjuncţia prin 
substituţii de forma x = ọ (zy), y = V(2y). 


Exemplu : Fie ecuaţia: 


aa? 


z = 5 
sty’ 


în acest caz nu se pot lua alte variabile care să fie funcții distincte de z şi Yy, tru 
că acestea sînt cuprinse amîndouă la numitor. Pentru a obține drept curbe de nìvel 
linii drepte, se poate pune : 


> 


z = azr ghy =e+y 


: 


A , ` v 
și se construiosc abacele funcţiilor: y'= æ- y'şi 3= y7» càre dau două tablouri 


cu linii și coloane, Primul esto compus din oblice la 45° şi al doilea dint sei 
de drepte cu centrul în origino. Primul tablou dă valoarea y’, care pusă în a eva, tă 
dă valoarea lui z, 
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6. Nomograme 


a) Nomograme cu scări paralele şi puncte aliniate. Se convine ca varia- 
bilele care intervin în ecuaţii să fie notate cu u, afectat de un indice care 
se înscrie şi semnului funcţional respectiv. Astfel se scrie: f(t), faz(u1u2) 
ete. funcţiile de x, sau de u, ȘI Ug etc. 

Fie dată o nomogramă cu trei scări S1, Ss, și Sa, paralele între ele (fig. 500). 
Aceasta înseamnă că sint cunoscute funcţiile fi, fa și fa. Raportindu-se aceste 
scări la un sistem de axe rectangulare cu axa y confundată cu S, și presu- 
punindu-se că raportul între scările S, și 5, este p: g, iar A este distanța 
dintre Sa şi Sı, rezultă că distanţa dintre Sg şi S, este: 3 


= 15 5 
P4 
Deoarece scările sint paralele cu Oy, ecuațiile lor parametrice sint : 


T3 


zı = 0, yı = h (u); Ta = A; Yz = fa(uz) şi T3 = DA: Ya = fz(uz). (1) 
Construcția nomogramei se obține din relația care există între varia- 
bilele u, g şi us. Pentru a afla tipul de ecuație care poate fi rezolvată cu 
ajutorul unei nomograme cu 3 scări paralele și puncte aliniate, se scrie condiția 
analitică pentru ca trei puncte aparţinind scărilor să fie coliniare. Trebuie 
deci : 
DL Zi e E (p+a4) (Ya 2 Ya) _ Ya z ER 


Ya = Y, =a pà A 
de unde: 
(P + 9)y3 = PY2 + 9; (2) 
împărțind cu pq, relația (2) devine : 
4 4 
PĂI y= — Vuk Yz 
P4 P q 


care se poate scrie : 


F(u) = F(u) + F (u2), (3) 
unde : 
F(u) = pg Ya 
p4 


4 4 (4) 
F(u) = F Yı Și Fa(u) = z Ya 


Ecuația (3) este tipul nomografiabil 
prin trei scări paralele. Dacă se , Fig. 500 
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cunoaște ecuația (3), se pot obţine ecuaţiile scărilor cu ajutorul relaţiilor (4). 
Astfel, după un calcul evident, ecuaţiile scărilor vor fi: 


2 =0, yı = phlu); Za = A ya = falte), (5) 
` P p4 
IE ye A Y = (uz). 
ş reae rE 
Cea mai simplă ecuație de tipul (3) este: 
U3 = U + Ug, (6) 
care dă nomograma adunării. În acest caz, ecuațiile scărilor sint : 
= 0, Yı = Pta; Ta = À, Va Sup şi Ty = ——. a pu. (7) 
Xi Yı = pui; Ta Va Da o a apara aaa Bari 


Scările corespunzătoare sînt regulate, iar coeficienţii variabilelor 4, ua 
ŞI u, sînt modulele lor. 


Aplicaţie 

Fie cazul concret cînd ua şi v din (6) variază între 0 şi 10. Atunci u va avea valori 
cuprinse între 0 şi 20. 

Se ia arbitrar distanța A, între scările w şi ua, egală cu 100 mm, iar lungimea scărilor 
de 150 mm. Rezultă egalităţile : 10 p = 150 şi 10 g = 150; deci p = q= 15. În acest 
caz ecuaţiile (7) ale scărilor devin: z= 0, Yı = 15 u; Za = 100, ya = 15 u, şi 

£3 = 50, Va = 7,5 Uz. 
Scările u, şi u, au modulele egale 
cu 15, iar ug are modulul 7,5. Cu aceste 
% date se construiește nomograma tra- 
sînd trei drepte paralele (fig. 501) 
3 Ur, Ug ŞI Us, astfel ca u, |— u, = 100 mm, 
iar pentru că raportul p : g = 1, u, se 
găseşte la egală distanță de u, şi u : 
s (us |— Ur = ug |— ua). Se cotează scările 
; obținute. Coeficientul de exactitate al 
' nomogramei depinde de calitatea exe- 
7 cuţiei desenului. 

Dacă ecuaţia (6) are forma: 
Us = u t- ua + c, atunci se adaugă 
scării uş lungimea c = CB*, după cum 


4 murty 


3 
R 
SE“ N arată figura 501a. 
go E Es > 
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7 az “y “ 
Schemode folosire E ç 3 
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2 
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pă 
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b) Nomogramă cu scări proiective. S-a arătat mai înainte că scara unei 
funcţii : 
Pia) = ml tn 
pfi) + q 
este transformata proiectivă a scării funcţiei f(z), unde m, n, p și q sint 
constante, iar mg — np # 0. Folosindu-se scara proiectivă, să se construiască 
nomograma funcţiei : 


J = i 
m 


care este un caz particular al funcţiei F(x) de mai înainte. 


$ ` GS 1 
1) Construcția nomogramei funcției y= —. Pentru a construi nomograma acestei 
o 
funcții se calculează cîteva valori pentru variabila y, care se înscriu în tabloul: 
CH 0 1 2 tie 00 
y a a O Ao 0 


Punctele (0, œ) şi (%, 0) sînt punctele limită ale transformării. Punctul de intersecție P 
dintre paralela dusă din originea O a scării z la scara y cu paralela dusă din originea 0, 
a scării yla scara z este polul transformării (fig. 502). Proiectînd din polul P punctele 
scării x, se obţin pe scara y valorile corespunzătoare. Cele două scări sînt scări metrice, 


2) Fie acum funcţia : 
5x 


z 90 
Scările variabilelor z şi y sînt proiective. Pentru a determina polul P, se calculează 
tabloul cîtorva valori ale variabilei y : 


z Ù oog 29 150... 00 
y D200 Ul pă Caro 5 


Se iau pentru æ şi y două scări metrice, al căror punct de intersecţie O este originea 
zor comună. Pentru a construi nomograma se observă că punctul de cotă 5 al scării y 
este punct limită. Deci intersecţia p a dreptei dusă prin acest punct paralel cu scara z, 
cu o dreaptă care uneşte două puncte corespondente, de exemplu cu dreapta (1; 25), este 
polul p al transformării (fig. 503). Unghiul sub care se intersectează cele două scări se 
la astfel încît unghiurile făcute de razele vectoare cu scările să nu fie prea mici, evitin- 
du-se astfel erorile de citire. 


D= 


AA 


Fig. 502 Fig. 303 


ELEMENTE DE NOMOGRAFIE 


c) Nomograme prin anamortoză. Se dă cu ajutorul următorului oror 
pràctic, construcția unei nomograme prin anamorfoză : dacă C e 
sitatea unui curent produs de » elemento egalo cu aceeași orientare, 4 A CAIET 
tența circuitului interpolar, r rezistența unui singur element, gi c iul Ji 
tatea curentului cu un singur eloment pentru acelaşi circuit, între aceste 
cantități există relaţia : 


(A a a(R + r) 
c R + nr 


Pentru a construi nomograma acestei 
ecuaţii, se face transformaree 
R . C 


= g% i — = y. 
r c 


Astfel, relația de mai înainte devine : 


Jae). | 
pae EM 
din care se poate calcula una din Fig. 504 


cele trei variabile: n, z şi y, cînd se 

cunosc două dintre ele. Prin natura problemei nu se iau în considerare 
decit valori pozitive, iar n trebuie să fie un număr întreg: Deoarece nomo- 
grama va avea trei axe paralele. corespunzătoare celor trei variabile, se ia 
On ||O,z ca axe pentru variabilele n şi z şi se consideră cazul concret pentru 
z=4şin=3 (fig. 504). 

Scările n și z sînt regulate cu module diferite. Pentru a determina valoa- 
rea corespunzătoare variabilei y, se ia pe scara n lungimea OA = n = 3, 
iar pe scara v, lungimea O,C = z + 1. Fasciculul O(EO, BC) care este sec- 
ționat de Py şi Ez permite să se scrie relaţiile : 


II ap Ia EI: n 
=. = , 
0,C EC z+ AI z-+n 
W 14 u însă JI’ = y şi prin urmare : 
n(z + 41 3-5 15 
je e ii asa e 
x+n 7 7 
A2 
iar nomograma construită corespunde funcției con- 
3 Z siderate, 
J Observare asupra cotării scărilor Paralele. Fie axele 


ă paralele u, ua cu originile O, şi Ox Se cunoaşte 
a tı = 01A, Și w= Osla Scara u, este paralelă 
E. OU Ua(ug) și trece prin punctul 7 de concurență 

$ Fig, 505 dintre OA, cu OA. Să se afle us = JF (fig. 505). 
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Pentru aceasta se observă că: AO, IA, ~AO,l A, şi AOI ~ A0,0 


: : Vp temi S As. 
Între laturile acestor triunghiuri există relaţiile : fie 


Aa Ul e CĂ n VROIAU, A BERE A 
TA oua Oda îti H ta 
ç (1) 
TOT pol E bă i — _ bla 
0,43 z3 Orda pia Ha Ai MF ta 
Dacă: OI! = p şi T'O = q, la relaţiile (1) se adaugă: 
ei e die 
Ua 4 2 


Tinindu-se seama de (1) şi (2), rezultă că dacă se dau trei din cei cinci 
parametri ai unei nomograme cu scări paralele, se pot calcula ceilalți doi. 


Exemplu: Se dă: p = 5; q=3 şi u = 10. Aplicînd relaţiile (2) şi (1), se obţine 


Se observă că se pot lua pentru p şi q orice valori, cu condiţia ca raportul lor să 
fie egal cu cel dat, deoarece poziţia scării uş faţă de u, şi ua este determinată de acest 
raport. Dacă dreapta O, O, își schimbă poziţia, scările se deplasează în lungul suportu- 
rilor lor şi nomograma se menţine. A 

De asemenea este evident că U, Ug şi us pot avea şi valori negative, care vor fi înscrise 
pe scările respective în sens invers celor pozitive. : 


d) Nomograme în Z. 1) Construcția nomogramei. Fie două axe paralele 
X şi Y (fig. 506), pe care se iau punctele O și Oʻ. O dreaptă oarecare inter- 
sectează dreptele X, Y şi 00' în A, B şi C. Dacă se notează: OA = q, 
O'B = y şi OC = z, din triunghiurile AOC şi O'BC rezultă: 

eae aa a a, (41) 
y A—z z-+y 


unde 1 — 00'. Dacă se consideră relaţia funcţională de tip multiplicativ 
l = UU3, unde se pune: t= pyi Și Y = Palla, relațiile (1) devin : 


Li 

a Te Ea Por 

ga 97-a: ta 3 

y Uo Uz 1—z 

sau : 
Ag 
2 = Us. ` (2) a 
ua + Brus Fig. 506 


Ecuațiile z = pu Şi Y = Hala reprezintă scări regulate cu modulele `g 
şi p Scara Z este neregulată, iar sensul cotelor crescătoare este cel arătat 
în figură. Din relaţia funcţională Ua = aug rezultă că dacă us = 0, atuna 
şi ua = 0; adică, scările up Și U au originea comună. Forma acestor nomo- 
grame fiind asemănătoare cu aceea a literei Z, se numesc nomograme în Z. 
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Aplicaţie ! 


Citirea temperaturii 1: pe un termometru cu mercur la 0 presiune p se corectează 
cu ajutorul formulei : 
e = t- 0,00016 p. 


Pentru a construi nomograma acestei formule, o scriem sub forma : 
g 
0,00016 p— = = 0. 
t 


Relaţia funcțională între p, e gi t este de tip multiplicativ. Scările p şi e sint regulate 
iar scara t este proiectivă. 3 = $ 

Din natura fenomenului urmărit se ştie că p poate varia între 500 şi 800 mm, tem- 
peratura poate avea ca valoare maximă 50°, iar z variază între 0 şi 5 mm. Pentru a obţine 
nomograma relaţiei funcţionale date, se construiesc pe două drepte paralele scările regu- 
late pentru p și e, care se cotează de la 0 la 800 mm, luindu-se diviziuni egale cu 100 mm 
pentru scara p și de la 0 la 5 mm pentru e (fig. 507). 

Scara t a temperaturilor unește originile 
celor două scări și are aceeași origine cu e, 5 
Pentru a obține cotarea scării î, se calculează GALLT 3 9 
pentru valori oarecare ale variabilelor 7 şi z ! 
valoarea corespunzătoare pentru p. Astfel, 
pentru t = 50 şi e = 5, din formula considerată 
se obține p = 625 mm. 

Deci, unind punctul cotat cu 625 de pe 
scara p cu punctul de cotă 5 al scării z, se , 
obţine ca intersecţie cu scara t punctul de cotă —r—— - 

50. Dacă din punctul de cotă 625 al scării p 94 %0 do MM MI 2 w g 
se proiectează pe scara ż punctele scării z, se Fig. 507 
obțin pe aceasta cotele corespunzătoare. 


Pentru a obţine o cotare mai exactă, se verifică nomograma prin citeva exemple. 
2) Determinarea relaţiilor funcționale nomografiabile în Z 
Fie OA şi CE două drepte paralele, iar CO dreapta care unește punctele C 


şi O, situate respectiv pe CE și OA (fig. 508). O transversală intersectează 


cele trei drepte în punctele A, B şi D, formindu-se astfel A CBD ~ A OAB, 
din care rezultă: . 


= OB NO A OD a) 
CB 


Dacă în ambele părți ale relației (1) se adună CD, 
se obţine: 


CD CD de A 
= — (08 + CB) = —— 0C. 2 
DA ap CB ( i ) CB (2) Fig. 508 
O a doua transversală EF || AD intersectează CO în F, iar CD în E. Din 
asemănarea triunghiurilor BCD şi FCE, rezultă : 
CD CE 


care, tinind seama de (2), se poate scrie: 


CE 
OA + (Da 00: (3) 


1 Din: M, Pirani și Joh., Fischor, Graphische Darstellung i Wiss 
und Technik, Berlin, 1957. EAN FisrenatAaft 
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Dacă po OA, CD, CE şi CP so construiono acărilo funopiunilor f(u 


Re N Aln, atunci din egalitatea (5) rozultă: h fua), 
futa) + falu) = Alin, (4) 


care este un tip do rolațio funoțională, Z — nomografiabilă, Se obține o relaţie 
de tipul (4) şi atunci cind una din scările funcționale este negativă. Astfel, 
Ne OA CD şi OC, care uneşte punctul OEOA cu CECD (fig, 509). Trans- 
xersala AR interseotoază aceste dropto în A, D 
şi B. Relaţia (2) dovine în acest caz: 


—- b TR w, reme) D e—a . Li 


Ducina transversala EF || AB, rezultă: 


se RL e 
GB OP 
Fig. 509 
astfel încît (2?) se poate sorie : Lai 
0A CDS a -0C, (3) 
care permite să se scrie relaţia funcțională : 
7 faliu) 
w) — fo (ta) = 
f) — falus) = lal 
sau sub formă generală: 
| fa (0) E fa (ua) = Ea. 4) 


fa (ua) 


e) Nomograme cu scări liniare concurente. Fie dreptele concurente OX 
şi OY, iar OZ (îi. 510) bisectoarea unghiului «, dintre OX și OY. O dreaptă D 
care intersectează OX şi OY în punctele A şi B are ecuaţia: 


CETE A BE 
a + b 1, 
iar 0Z: 
Ip = E 
Punctul C de intersecţie dintre (D) şi 0Z 
are abscisa : 
A ab a (1) 
a -+è 


. Q . 
Mărimea c = 2% cos ze deoarece trì- 


Fig. 510 unghiul OCC’ este isoscel, avind unghiu- 
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rile adiacente laturii OC egale. Unghiul g = < BOA. Dacă se introduce 


în relaţia (1) valoarea abscisei z = ——— în funcţie de segmentul 
2 00, a 


OC = c, determinat de dreapta AB pe OZ, se obţine: 


Di rata 00 EU Ap d = 2005 —-- 
[i a+b a b 4 2 
2 cos — 
2 
Daia 120°, atunci cos TT = — și relaţia de mai înainte devine : 
Been a (2) 
a b c 
Dacă se pune : 
a= miy; Gemt Şi GS (3) 
egalitatea (2) permite să se scrie: 
1 1 1 
— + — = — sau U Uz -+ U Uz = U Uz, (4) 
u uz uz 


care este relația funcțională a cărei nomogramă este realizată cu ajutorul 
a trei scări concurente. Ecuațiile (3) sînt ccuațiile scărilor regulate ale varia- 
bilelor x, u și uz, avînd același modul: u = u, = ua: 


Ezemplu. Dacă doi conductori de rezistență R, şi R, ohmi sînt legați în paralel, 
atunci rezistența totală R, ohmi se calculează cu ajutorul formulei : 


Rı Re 


= R 
RI AR, a 


care se poate reduce la forma (4): 


ce este o relaţie funcțională nomografiabilă cu ajutorul a trei scări concurente 2. 

Pentru a construi nomograma se iau trei drepte care fac între ele unghiuri de 60° 
(fig. 511), pe care se construiesc scările regulate Rı, Ra şi R, cu acelaşi modul. Se consideră 
variaţia rezistențelor R, și R, cuprinsă între 0 și 100 ohmi. Modulul scării u=1 mm. 
Scara R, a fost cotată de la 0 la 50 ohmi. 

Bă se găsească cu ajutorul nomogramei, valoarea rezistenței R, în cazul cînd R=40 
și R, = 80, Dreapta care MASA punotale cotate cu 40 şi 80 situate pe cele două scări 
ntergectează scara R, în punctul de cotă 26,6 care este valoarea corespunzătoare pentru Ry, 
Valorile care se citesc pe nomogramă sint aproximative. Eroarea ce se comite depinde 
de exactitatea cu care a fost oxocutată epura. 


1M, Pentkovschi, Nomograme, Editura tehnică, 1956, 
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„Î) Nomograme cu scări curbilinii, Fie trei curbe date (fig. 512) prin ecua- 
piilo lor parametrice : 


e =) y= p (u); £= în (ua), Y = polua) și v= fa (ua), Y = Pala), (4) 


unde ty, Ua Și uy sint parametri variabili. Dacă se intersectează aceste curbe 
cu o dreaptă, coordonatele punctului de intersecție verifică relaţia : 


Fig. 511 Fig. 512 


Dacă o funcţie F (ujusus) = 0 poate fi pusă sub forma (2), se spune că 
este nomografiabilă prin stări curbilinii. E i 

Un caz des întîlnit în aplicaţii este acela în care două din cele trei curbe 
sint linii drepte. Atunci, ecuaţiile. (1), devin, : 


x = 0, Yy = Q; x= k, Y = 9 şi z = fz, Y = Pz, 


unde % reprezintă distanța dintre scările paralele, iar prima scară a fost 
luată ca axă y. Relația (2) devine în acest caz : 


Da l 
k pa 1 |= (k — f3) 91 + P2fs — kps = 0. . (3) 
Do Ga : 
împărțind cu. f; şi făcînd substituţiile : 
Lp ORE E N (4) 
TA h 


ecuația (3) se poate scrie: 
Fa F Po Va=0, (3") 


care este forma generală a Si, funcționale a nomogramoi cu două scări 
recțilinii și una curbilinie și unde Fa și Va sint funcțiuni numar de ta 
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Ezemplu: 
Maurice D'Ocagne t, care a pus bazele calculului nomografic, a dat o metodă de 
rezolvare a ecuațiilor numerice de tipul : 
7 + pz+g=0, (5) 


care intră în tipul funcţional (3'). În ce urmează se construieşte nomograma ecuaţiei (5) 
pentru cazul n = 2. Dacă se fac substituţiile: 


Po =g; z=F, și 31= Va 
ecuaţiile scărilor rectilinii vor fi: 
z=0, y=p şiz=ăk, y=q. 
Ținind seama de substituţiile (4), ecuaţiile scării curbilinii sint : 
k za 
E Di ps 


Fie valorile pentru variaţia parametrilor p şi g acelea date de Pentkovyschi ?, şi 
anume: —10 <p < + 10; —25 <q <+ 35, şi pentru a obţine o epură mai bună a 
nomogramei se iau scările rectilinii egale cu 150 mm, iar k = 100 mm (fig. 513). 


4 


© 


Z?+pZ+g=0 


Să 
i 
S 72 
R 
S 


“Coeficientul p 


Fig. 513 


1 Maurice D'Ocagne. Calcul graphique et nomographie, Doin, 1 
2 M, V, Pentkovschi. Nomograme, Bditura tonică. 4965, MAHA 
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Dacă se notează cu u, și pa Modulii scărilor rectilinii, atunci ecuaţiile scărilor devin : 


z=0, y=mwmp; z=k_ Y= 4 şi pa Aaa E EAR Aaa 
Ap E.: 44 ba 
Ha Wa 


Pentru că p este cuprins între —10 și +10, scara sa are 20 de diviziuni, iar pontru 


că g este cuprins între —25 și +25, scara g are 50 de diviziuni, Deci trebuie să avem : 
20 ua = 150 ste Wa = 7,5 gi 50 pp = 150 o. m=, 
Deci ecuaţiile scărilor, în acest caz, sînt : 
- 100 — 8z? 
pi 0; y = 7,53) 2 =400, ji 02 pe 9 AVAS aaa 3:75 = 04), 
y TEAD Y EATA i 4) 


Pentru a construi scara curbilinie se calculează coordonatele punctelor. Acest calcul 
este reprezentat în tabloul : 


PN 
100 i — 32 
x= 3z2 - 

z | 0,4z | 1 + 0,4z 140,42 | | Y IFO 
ÎN [N S a e 

0 0 1— 100 0 0 

0,5 0,2 1,2 83,3 0,75 — 0,6 

1— 0,4 1,4 71,5 3— — 241 

1,5 0,6 1,6 62,5 6,75 = 

2— 0,8 1,8 55,6 12— = 677 

3— 452 2,2 45,5 27— —12,3 

4— 1,6 2,6 38,4 48— —18,5 

5— J= 3— 33,3 75— —25,0 

6— 2,4 3,4 29,4 108— — 31,8 

8— 3,2 4,2 23,8 192— —45,7 

10— 4— 5— 20— 300— — 60,0 

12— 4,8 5,8 17,2 432— —74,5 


Se înscriu pe hîrtie milimetrică punctele date prin coordonatele z și y din acest tablou 
şi se construieşte curba printr-o trăsătură continuă. 
Pentru verificarea nomogramei, se rezolvă cîteva ecuaţii de tipul considerat şi dacă 


este cazul se fac corecturile grafice necesare. 


CAPITOLUL XV 


ELEMENTE DE PERSPECTIVĂ! 


1. Introducere 


Se înţelege prin perspectiva conică sau centrală F’ a unei figuri F din 
spaţiu proiecția figurii F, un plan T sau pe o suprafaţă făcută dintr-un 
centru de proiecţie Q. 

Planul 7 pe care se face proiecția se numește tablou de perspectivă sau, 
pe scurt, tablou, iar centrul Q de proiecţie se numeşte punct de vedere, 
asimilindu-se totdeauna cu ochiul unui observator. 

Se presupune că între ochiul observatorului şi obiectul observat este așezat, 
un tablou transparent. Razele de lumină care pleacă din toate punctele obiec- 
tului spre ochiul observatorului alcătuiesc la intersecţia lor cu acest tablou 
transparent o complexitate de puncte, care produc asupra observatorului 
aceeași impresie ca și obiectul observat. 

Scopul perspectivei constă tocmai în această conturare cu linii pe un 
tablou a obiectului observat, unde fiecare punct este urma razei vizuale 
respective pe tablou. | 

Perspectiva este definită ca fiind știința de a reprezenta obiectele din 
spațiu pe un tablou, astfel încît să se păstreze aspectul lor exterior. Cu 
determinarea raţională a urmei fiecărei raze vizuale pe tabloul de perspec- 
tivă se ocupă perspectiva liniară. 


2. Elementele sistemului perspectiv de proiecţie 


Tabloul T de perspectivă şi punctul de vedere Q definesc un sistem de 
proiecţie centrală sau sistemul perspectiv de proiecţie (fig. 514). Fie un plan 
orizontal H care se numește plan orizontal al obiectelor sau, pe scurt, plan 
orizontal. De obicei, tabloul T se alege perpendicular pe acest plan, cu 


1 Capitol prelucrat de conf. A, Tănăsescu (Inst. arhitectură) după notele autorului. 
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care se intersectează după dreapta XX, numită baza tabloului. Un plan 
de nivel dus prin punctul de vedere Q se intersectează cu tabloul 7 după 
dreapta àh, numită linia orizontului. Planul vertical X paralel cu tabloul 7 
dus prin punctul Q se numeşte plan neutru și se intersectează cu planul 
orizontal H după linia neutră li. 


Fig. 514 


Punctul de vedere Q poate îi proiectat ortogonal, atit pe planul orizontal 
în e cît şi pe tablou în P. Proiecţia œ se numeşte poziția observatorului, 
iar P este punctul principal. Proiecţia ortogonală a punctului principal P 
pe planul orizontal este P.. 

Spaţiul cuprins între planul neutru N şi tabloul T se numeşte spațiu 
intermediar. Spaţiul cuprins între tabloul T de perspectivă şi infinit se 
numeşte spațiu real, iar spaţiul cuprins între planul neutru şi infinit este 
numit spațiu virtual. - 

Distanţa punctului de vedere Q față de tabloul T, deci segmentul 


aa + = 
QP = oP,, este distanța principală. Punctele D şi D așezate pe linia ori- 
zontului de o parte şi de cealaltă a punctului principal P, la distanțe egale 
cu distanța principală, se numesc puncte de distanță. Înălțimea punctului 
de vedere Q faţă de planul orizontal, deci segmentul «Q = PP., este numită 
înălțimea orizontului. 


3. Perspectiva punctului 


Fie punctul A, din spaţiu și proiecția sa orizontală a (Mg 514). Ver 
ticala Asa, determină Împreună cu punctul de vedere Q un plan vizual 
vertical, care intersectează tabloul 7 după verticala Agy 
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Punctul A este perspectiva punctului A}, adică punctul de intersecţie dintre 
tablou și raza vizuală A, 0. În mod analog, punctul a este perspectiva proiec- 
pei orizontale a, adică punctul de intersecţie dintre tablou şi raza vizuală a, Q. 


Fig. 516 


Perspectiva unui punct din spaţiu şi perspectiva proiecției sale orizontale 
sint două puncte A şi a, situate pe aceeaşi perpendiculară, pe baza zz, 
a tabloului. 

Toate punctele spaţiului real (puncte de tipul A.4,) au perspectivele pro- 
iecţiilor lor orizontale situate între linia Ah a orizontului şi baza zg a tabloului 
(de exemplu, a), (fig. 514 şi 515). Punctele spaţiului intermediar au per- 
spectivele proiecţiilor lor orizontale situate în tablou sub baza zz (de 
exemplu, b), iar punctele spaţiului virtual au perspectivele proiecţiilor lor 
orizontale deasupra liniei orizontului (de exemplu, c). 

Punctele planului neutru nu au perspective, iar punctele tabloului se con- 
fundă cu propriile lor perspective. 


4... Perspectiva. dreptei 


4 


Se determină perspectiva unei drepte considerind perspectivele a două 
puncte oarecare de pe dreaptă. Perspectiva dreptei din spaţiu se obţine unind 
perspectivele A şi B, iar perspectiva proiecției orizontale a dreptei se obține 
unind perspectivele a şi b (figura 516). Punctul u este perspectiva urmei 
dreptei pe planul orizontal, Vo este perpectiva urmei dreptei pe tablou, iar 
F și f sint perspectivele punctelor de la infinit, respectiv ale dreptei şi ale 
proiecției sale orizontale. 

Punctele F și f se numesc punctie de fugă ale dreptei. Se poate ohţine 
panpectiva unei drepte unind punctul său de fugă cu urma dreptei pe 

ou, 


a) Perspectivele dreptelor paralele. Fie dreptele paralele. D, şi Di, unde 
d, și d, sint proiecţiile lor orizontale (figura 547). Aceste. drepte intersectează 
planul orizontal în punctele u, şi Ua iar tabloul în bipunctele perspective 
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Vivi Şi Vata Paralelelo duso prin punctul do vedere Q la direcţiile D} și 
d, intersectează tabloul în punctele X și f, care sint perspectivele punctelor 
de la infinit do po droptolo Di și di, doci punctele lor de fugă. Se observă 
că droptolo paralele cu o noooași dirocțio au același punct de fugă F. Drep- 


Fig. 517 


tele orizontale au punctul de fugă f situat întotdeauna pe linia orizontului, 
f şi F fiind situate în tablou pe aceeași verticală. Dreptele paralele au per- 
spectivele lor concurente în punctul de fugă al direcţiei lor. 

Punctul de fugă al unei perechi de drepte paralele poate fi considerat 
ca fiind punctul de intersecţie dintre trei plane, și anume : planul tabloului 
şi cele două plane vizuale determinate de punctul de vedere cu fiecare dintre 
cele două drepte. 


b) Perspectivele dreptelor concurente. Două drepte concurente au perspec- 
tivele lor concurente în tablou într-un punct A, perspectivele proiecțiilor 
lor orizontale concurente într-un punct a, iar cele; două perspective A și a 
sint situate pe aceeași verticală. 

Aceste condiţii sint necesare și suficiente pentru ca perspectivele considerate 
să reprezinte drepte concurente. Dacă dreptele nu sînt concurente, atunci 
perspectivele A și a nu sint situate pe aceeași verticală. 

c) Poziţiile caracteristice ale dreptei orizontale în raport cu elementele sis- 
temului perspectiv de proiecţie. (Figura 518). (So are în vedere dreptele 
din planul orizontal al obiectelor). 


Fi 


call 


E 
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1) Dreapta de capăt d, sau dreapta principală este orizontala perpendiculară 
pe tablou. Urma sa pe tablou este p}, iar punctul său de fugă este punctul 
principal P. Perspectiva 5, a dreptei de capăt se obţine pe tablou, unind 
urma sa p, cu punctul prin: 
cipal P. 

2) Dreapta d, îndreptată spre 
poziția observatorului w are ur- 
ma va pe tablou, iar perspec- 
tiva sa este verticala 3, ridi- 
cată în urma Vp € vx. 

3) Dreapta orizontală d care 
face unghiul de 45* cu tabloul, 
într-un sens sau în altul, are 
urma p pe tablou iar punctul 
său de fugă este unul din 


dl = 
punctele de distanţă D sau D. 
Perspectiva sa ò se obţine 


+ 
unind punctul D cu urma sa vg 
pe tablou. 


4) Dreapia orizontală de di- 
recție oarecare d, este dreapta 
orizontală care face un unghi 
oarecare « cu tabloul. Ea are 
urma 04 pe tablou. Punctul 
său de fugă F, se obţine du- 
cînd prin e paralela of, la di- 
recţia d4. Perspectiva sa este d, 
şi se obține unind punctul de 
fugă F, cu urma sa v, 

5) Dreapta orizontală d; egal 
înclinată pe baza xz a tablou- 
lui și pe dreapta orizontală d, 
de direcţie oarecare este orizon- 


tala care face același unghi 0 


cu dreptele zz şi da. Urma acestei drepte pe tablou este vs. Punctul său 
de fugă F; = M se obţine ducînd prin œ paralela œf; la direcția ds sau 
descriind arcul de cerc de rază fœ cu centrul în fa: 

Punctul de fugă Fs = M al dreptelor de acest tip se numeşte punct de 
măsură, deoarece se observă că această dreaptă transpune segmentul 
vs = v,e de pe zx dat în adevărata mărime pe dreapta d, şi reciproc. Per- 
spectiva ðs a dreptei ds se obţine unind punctul de măsură M cu urma 
“p a dreptei pe tablou. De obicei, direcția d, se numeşte direcție do- 
minantă, 

6. Dreapta orizontală de paralelă cu tabloul axe perspectiva sa Sẹ paralelă 
cu linia orizontului, deoarece punctul său de fugă este la infinit. 


Fig. 518 
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d) Construcţia porspectivoi punctului. Pentru a construi perspectiva unui 
punot se pot utiliza două tipuri de metode. O categorie de metode constă 
în construirea directă a perspectivei unui punct, intersectind cu tabloul raza 
vizuală ce uneşte punctul de vedere cu punctul dat. Metoda lui Brunel- 
leschi pe care o vom studia in cele ce urmează face parte din această 
categorie. 

A doua categorie de metode constă în construirea perspectivei unui punct 
cu ajutorul perspectivei proiecției orizontale Sao: 

Astfel, în figura 518 se vede cum punctele din planul orizontal a, b şi c 
au ca perspective 4, b şi č, ca rezultind din intersecția perspectivelor dife- 
riţelor tipuri de drepte care pot fi combinate oricum între ele. 

Pentru a construi perspectiva č a punctului C din spaţiu, se poartă cota 
PaVa = A în urma v, (sau ps) a uneia dintre orizontalele ce trec prin punct. 
Unind V, cu punctul de fugă F, al respectivei drepte, se obține pe ver- 
ticala lui č perspectiva Ča punctului din spațiu. Verticala ridicată în tablou 
în p, poartă denumirea de scară a înălțimilor. 


e) Pozițiile caracteristice ale dreptei în spațiu în raport cu elementele sis- 
temului perspectiv de proiecție. : 

În raport cu elementele sistemului perspectiv, dreptele pot fi: orizontale, 
frontale şi drepte de poziţie oarecare. 3 

Perspectivele -acestor drepte se obţin dacă se unește în tablou punctul 
de fugă al dreptei considerate cu urma sa pe tablou, ca în exemplele de 
la pot. c. 

Dreptele orizontale pot fi: principale, înclinate la 45° pe tablou, cu sens 
oarecare şi paralele cu tabloul. 

Dreptele frontale se subdivid în : frontale orizontale, frontale verticale și 
frontale înclinate pe planul orizontal. 

Dreptele de poziţie oarecare au perspectivele lor şi perspectivele proiec- 
ţiilor lor orizontale neparalele şi neperpendiculare pe linia Ah a orizontului. 

f) Perspectiva dreptelor concurente cu puncte de fugă inaccesibile. Fie 
perspectivele D, și D, a două drepte paralele și perspectiva M a unui punct, 

prin care se cere să se construiască per- 
2 spectiva A a unei drepte, paralelă cu 
celelalte două (fig. 519). Deoarece pune- 
tul de fugă al dreptelor este inaccesibil 
pe tablou, se duce prin M două drepte 
oarecare, care intersectează în A, şi Aş 
cele două drepte. O paralelă arbitrară 
la dreapta AÁ intersectează dreptele 
date în punctele B, şi Ba prin care se 
duc paralelele : BN || 4, M şi BaN || AM. 
Perspectiva dreptei A este dată prn 
perspectivele punctelor M și N. 

g) Construcția diviziunilor perspec- 
tivo. Se dă perspectiva AB a unu! 
segment de dreaptă din spaţiu Şi per- 
spectiva proiecției sale orizontale « 
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(fig. 520). Pentru a afla perspectivele punctelor care divid segmentul de 
dreaptă AB din spațiu în patru părţi egale, de exemplu, se construieşte 
printr-o extremitate a proiecției sale orizontale o dreaptă frontală orizontală 
a — žy, care se divide în patru părţi egale, 


Fig. 520 Fig. 524 


Dacă se unește diviziunea 4g cu cealaltă extremitate b a perspectivei pro- 
iecţiei orizontale a segmentului, se obţine pe linia Ah a orizontului un punct 
de fugă k al tuturor dreptelor paralele cu direcţia-k4g. Proiectind din k 
pe af punctele: 19; 20 3o $i 4p rezultă diviziunile 7, 2, 3 şi apoi 1, 2 
și 3. 

h) Măsurarea perspectivelor segmentelor de dreaptă. Fie AB perspectiva 
unui segment de dreaptă şi ab perspectiva proiecției sale orizontale (fig. 524). 
Se presupune cunoscută rabaterea Q, a punctului de vedere pe tablou sau 
distanța principală PQ. În aceste condiții se poate determina punctul de 
măsură M al direcției ab. Proiectînd din M extremităţile a şi b, pe baza rr 
a tabloului, se obţine mărimea reală a,b, a proiecției orizontale a segmen- 
tului. Pe liniile de ordine ridicate în a, și b, se obțin punctele Ae şi Be 
proiectind din M extremităţile A şi B ale perspectivei segmentului din 
spaţiu. AB, este mărimea reală a segmentului din spațiu, iar Aga. şi Beb- 
măsoară cotele reale ale punctelor A și B. 


i) Perspectivele dreptelor perpendiculare sau care fac un anumit unghi 0, 
situate în planul orizontal. Se consideră perspectiva ò a unei orizontale 
obţinută în planul orizontal, bipunctul perspectiv Aa și proiecția orizontală o 
a punctului de vedere (fig. 522). Rezultă punctul de fugă F, apoi f astfel 
incit fo esté direcţia reală a orizontalei 3. 

Direcţia perpendiculară pe aceasta este œfoos, Care conduce la punctul 
de fugă Foye Dacă se unește a cu Foos se ohține perspectiva ab perpen- 


ISO 
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dicularei duse din a pe ` În raport cu direcțiile reale w f sau cfooc, se pot 
considera şi alte directii care conduc la punctele de fugă, ca: Fis sau Fo, 
asttel inoit perspectivele dreptelor căutate vor fi ac și ae. Pentru punctul b 


A 
è 
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è ( ; : 
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se observă că, datorită teoremei celor trei perpendiculare, perspectiva seg- 
mentului din spaţiu Ab reprezintă de asemenea perpendiculara dusă din 
punctul A pe dreapta 3. 


5. Perspectiva planului 


Se consideră planul care are urma orizontală Q şi care se intersectează 
cu tabloul după urma Q7 (fig. 523). Un plan paralel cu acesta, dus prin 
punctul de vedere Q, are urma orizontală Q, şi se intersectează cu tabloul 
după urma Qr, care este numită linia de fugă a planelor paralele cu planul 
dat. 

Intersecţia între linia kk a orizontului și linia de fugă Qp este punctul 
Q,, care reprezintă perspectiva punctului de la infinit situat pe urma ori- 
zontală Q a planului dat. Cum un punct al acestei urme Q este Q,, care se 
confundă cu propria sa perspectivă, rezultă că dreapta Qy care uneşte punc- 
tele Qp şi Q~ este perspectiva urmei orizontale Q a planului dat. Astfel se 
reprezintă un plan în perspectivă, prin elementele sale perspective Qu, Qr și 

r (fig. 524). ari 
Or ai ocupă în spaţiu diferite poziţii în raport cu elementele 
sistemului perspectiv de proiecţie, rezultă în tablou particularităţi ale ele- 
“mentelor sale perspective caracteristice, 
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Astfel, planul vertical 0,0; (fig. 525) are linia sa de fugă Q; perpendiculară 
pe linia Aè a orizontului. Planul de capăt [2,27] (fig. 925) are întotdeauna 
punctul principal P = R, ca punct de fugă al urmei sale orizontale, iar 
un plan frontal este reprezentat doar prin perspectiva Sy a urmei sale 


orizontale, paralelă cu XX. 


Fig. 523 


Planul (01Qr], paralel cu baza tabloului de perspectivă (fig. 526) are 
cele trei elemente perspective caracteristice paralele cu această bază xz 


a tabloului. Planul radial, adică planul 
[R„Rr] (fig. 526), care trece prin punctul 
de vedere, are cele trei elemente perspec- 
tive caracteristice ale sale confundate 
Ry = = Rr. Planul i de profil [Sr] 
din aceeași epură este planul vertical pentru 


care S, = P. În sfirgit, planul de nivel: 


are linia de fugă confundată cu linia 
orizontului. a 

Planul poate fi reprezentat în porspectivă 
și prin perspectivele a trei puncte necoli- 
niare, prin perspectivele a două drepte 
concurente sau paralele sau prin perspec- 
tiya unei figuri plano oto, 


Fig, 524 
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Condiția naneta și aulieiontä oa o droaptă să aparţină unui plan este 
va MA umel oripontule a droptoi nă fio aitută pe perspectiva urmei 
oontale a planului, iar punctul de fugă al dreptei să fie situat pe linia 
de Mat a planului, 


Fig. 625 


Dreptelo paralolo ou un plan satisfac numai ultima condiţie, adică au 
punctul lor do fugă situat po linia do fugă a planului. 

Dreapta do in Vasoția dintre două plane Q şi R poate fi determinată 
prin perspootiva urmei salo orizontale u (lu intersecţia perspectivelor Qy și 


Fig. 526 


Ry) şi prin punctul său do fugă / (la intersecția liniilor de fugă Or şi Re) 

Intersecţia dintre o droaptă și un plan se detormină în perspectivă, ducind 
prin perspectiva dreptei perspectiva unui plan vertical sau de capăt, ca în 
geometria descriptivă, 


5 R EO. n, Li bn ler e: 


Îi aE E E ESS 
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Condiţia necesară şi suficientă ca o dreaptă să aparțină unui plan este 
ca perspectiva urmei orizontale a dreptei să fie situată pe perspectiva urmei 


orizontale a planului, iar punctul de fugă a) dreptei să fie situat pe linia 


de fugă a planului. 


Fie. 525 


Dreptele paralele cu un plan satisfac numai ultima eondiție, adică au 
punctul lor de fugă situat pe linia de fugă a planului. 

Dreapta de intersecţie dintre două plane Q şi R poate fi determinată 
prin perspectiva urmei sale orizontale u (la intersecţia perspectivelor Qu şi 


Fig. 526 


Ry) și prin punctul său de fugă F (la intersecţia liniilor de fugă Q; şi Re) 

Intersecţia dintre o dreaptă și un plan se determină în e ai ducind 
prin perspectiva dreptei perspectiva unui plan vertical sau de capăt, ca în 
geometria descriptivă. 
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6. Punerea în perspectivă a liniilor și suprafeţelor. 
Metoda celor două puncte de fugă 


Metoda celor două puncto de fugă esto cea mai generală metodă de a 
pune în perspectivă un obiect, plecind de la perspectiva proiecției sale ori- 
zontale, Ea este caracterizată prin faptul că poan a, din planul. orizontal, 
se alege ca intersecţie a două drepte 3, și 5, oarecare, conținute în planul 
orizontal (ñg. 527). y 

Urmele pe tablou ale celor două drepte sint v, și və, iar punctele lor de 
fugă se obţin prin paralelism și sint F; și Fg Perpendiculara a, a punctului a, 
se obține la intersecția perspectivelor celor două drepte 5, și 82. i 

Pentru a pune în înălțime un punct, deci pentru a construi perspectiva A, 
se utilizează scara înălțimilor ridicată în urma py. 

În figura 528 s-a construit perspectiva patrulaterului A BCE. Direcţiile 3, 
Şi ða sînt definite în rabatere de rabaterea Q, a punctului de vedere 
pe tablou. 


Pg, 627 | iig. BR8 
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În general cele două direcții 8, şi 8, se aleg perpendiculare. Astfel în 
figura 529 este construită perspectiva unui paralelipiped prin utilizarea metodei 
celor două unuia de fugă cu direcţiile 5, și 8, perpendiculare. Deoarece 
urma pe tablou a dreptei ec este inaccesibilă în limitele tabloului, s-a folosit 
dreapta principală V,P pentru a construi perspectiva punctului e. 
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Fig. 529 


Prin particularizarea pozițiilor dreptelor 3, şi 3, se obțin în general diferite 
drepte caracteristice, care dau prin intersecţia lor un punct în planul ori- 
zontal. De aici izvorăsc mai multe metode, care poartă diferite denumiri, 


ap ate me 
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dar care în fond constituie aceeaşi metodă a celor două puncte de e 
Aplicarea practică a acestor metode este funcție de avantajul pe Ca 
reprezintă datele problemei respective. De exemplu, pentru a i d Fate 
spectiva curbei (T) din figura 530, se foloseşte pătratul AB n T 
se înscrie această curbă și se construiește un carelaj ortogonal de nouă pătră- 


rs 
tele. Se presupune că se cunosc punctul principal P și punctul de distanță D. 


Fig. 530 Fig. 531 


Perspectiva pătratului rezultă la intersecția perspectivelor dreptelor 
principale AE şi CB, care fug la P cu perspectiva diagonalei CA care duce 
+ 


la D. Perspectiva curbei se trasează cu ajutorul perspectivei carelajului. 
Punctul A este pus în perspectivă cu ajutorul intersecţiei dintre o dreaptă 
principală AF și o dreaptă înclinată la 45° pe baza tabloului, care este dia- 
gonala AC. Se poate spune că pentru construcţia acestei perspective s-a 
utilizat metoda punctului principal Şi a unui punct de distanță, deşi în fond 
este vorba tot de metoda celor două puncte de fugă P şi È. 


În figura 534 s-a utilizat aceeași metodă a punctului principal şi a unui 
punct de distanţă, pentru a construi perspectiva unui paralelipiped cu baza 
un pătrat orizontal cu două laturi frontale, iar în figura 532 s-a ales per- 
spectiva unui corp alcătuit din două paralelipipede și o piramidă patrulateră 
regulată; aceste trei volume sint suprapuse. Din motive de restringere a 
spaţiului, pe această epură nu s-a mai figurat poziţia œ a observatorului. 
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Fig. 532 


7. Perspectiva cercului 


Fie un cerc situat în planul orizontal. Razele vizuale care unesc punctul 
de vedere Q cu punctele cercului alcătuiesc o suprafață conică care este 
secționată de tablou după o conică ce reprezintă perspectiva cercului. 

Această secţiune conică este funcţie de poziţia cercului în planul orizontal 
în raport cu linia neutră (paralela dusă prin w la baza œ a tabloului). 

Astfel, cercurile din planul orizontal tangente acestei linii neutre au ca 
perspective parabole, iar cercurile care intersectează această linie neutră 
au ca perspective ramuri de hiperbolă, 


ap 


1 


7 
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Cercurile situate în planul orizontal al spațiului real sau intermediar au ca 
perspective elipse (dacă nu sint tangente liniei neutre și nici nu o intersec- 
tează, așa cum s-a arătat mai sus). ai 

Construcția perspectivei cercului se poate efectua punct cu punct aplicîn 
una din metodele de construcție ale perspectivei punctului. 


Fig. 533 


Se poate însă construi perspectiva unui cerc situat într-un plan orizontal 
sau vertical, înscriindu-l într-un pătrat în care se pot pune uşor în evidență 
un număr de puncte, de exemplu, opt, prin care să treacă perspectiva 
cercului. 

Fie astfel ab şi a'b' perspectivele laturilor unor pătrate şi fie P punctul 
principal, iar D, unul din punctele de distanță (fig. 533). Rezultă cu ușurință 
perspectivele abee şi a'b'c'e' ale pătratelor, împreună cu punctele de tangenţă 
1, 2, 3, 4 şi 1, 2, 3, 4 dintre cercuri şi laturile acestor pătrate circum- 
scrise. : 


Pentru a construi perspectivele punctelor cercului de rază R situate pe 
perspectivele diagonalelor pătratelor se poate utiliza construcția indicată pe 


epură, unde : : ; 
2n _RV2 
Za = E = 0,707. 
Acest raport poate fi transpus numai pe laturi frontale (orizontale, verticale 
sau înclinate). 


La fel poate fi construită perspectiva cercului înscris într-un pătrat a cărui 
latură este orizontală. A 


8. Perspectiva unei suprafețe conice sau cilinărice 


Cele expuse mai sus în legătură cu construcţia perspectivei 'cereului pot fi 
licate la construcţia perspectivei unei suprafețe conice sau cilindrice 
(fig. 534 și 535). Considerind curbele directoare, ale celor două suprafețe, 
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cercuri conţinute de planul orizontal, se construiesc perspectivele abee ale 
pătratelor circumsonise. au 

Pentru suprafața conică mai este necesară construirea perspectivei T 
a virtului, înălțimea reală a conului fiind v,V. 


Fig. 534 Fig. 535 


Pentru suprafaţa cilindrică, înălțimea reală a generatoarelor este de ase- 
menea v,V. Pentru a construi perspectiva bazei superioare este necesar să 
se înscrie cercul O’ în perspectiva pătratului ABCE. 


9. Perspectiva pe un tablou de profil sau vertical oarecare. 
Metoda lui Brunelleschi 


Perspectiva unui obiect poate fi construită pe un tablou de profil sau 
pe un tablou vertical oarecare, plecînd de la reprezentarea dublu ortogonală 
a obiectului. Astfel, fie paralelipipedul din figura 536 reprezentat în dublă 
proiecţie ortogonală şi fie œw şi œw proiecţiile orizontală și verticală ale punc- 
tului Q de vedere. Tabloul de perspectivă este planul de profil yoz. Se con- 
struiește, spre exemplu, perspectiva verticalei a cărei proiecţie orizontală 
este d. Planul vizual vertical dus prin această verticală și prin punctul de 
vedere are urma orizontală wa și se intersectează cu planul de profil yoz 
după o verticală a cărei proiecţie orizontală este a,. Cind se rabate planul 
de profil pe planul vertical de proiecţie, această verticală va trece prin 
rabaterea 4, și se va intersecta în & şi A respectiv cu paralelele la OX 
duse prin punctele a; și A;. Aceste puncte a; și A; sint proiecţiile ver- 
ticale ale punctelor în care razele vizuale, ale căror proiecţii verticale sint 
o'a’ și oA’, intersectează tabloul de profil YOZ. Punctele a şi A sint 
perspectivele extremităților verticalei considerate. Analog se determină per- 
spectivele b, B, è și E. În cazul epurei considerate se observă că unul din 
punctele de fugă, și anume F,, este accesibil pe epură și poate fì folosit în 


construcţie. 


me 


r 
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Această metodă de construcţie a perspectivei se datorește lui Brunelleschi. 
Ea poate fi generalizată considerind ca tablou de perspectivă un plan vertical 
oarecare [TT.T]; (fig. 537). Fie (w, w) punctul de vedere și paralelipipedul 
aAbBcCeE reprezentat in dublă proiecţie ortogonală ; proiecția sa orizontală 
este abce. Se construiește perspectiva acestui paralelipiped pe tabloul vertical 
[TT] şi se pun in evidență construcţiile necesare pentru perspectiva ver- 
ticalei ce se proiectează orizontal în a. Planul vizual vertical dus prin această 
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Fig. 536 
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verticală și prin punctul de vedere se intersectează cu said peno 
verticala ce se proiectează orizontal în a}. Proiecțiile verticale aT A 
de intersecție cu tabloul ale razelor vizuale duse prin zi al e a A 
verticale sint aí şi A4; distanța dintre aceste puncte este ega ical [FT 
spectiva segmentului vertical considerat. Se rabate tabloul P III 
pe planul vertical de proiecție și se obțin perspectivele Z și CP ra 
ridicată în ā, ca intersecţii ale dreptei a, cu paralelele la A sa 
ai Şi Ai. Pentru celelalte puncte se procedează analog piss K ra pese 
spectivele 3, B, č şi Č. În această epură, punctul de fugă F45 -i 7 e pe 
AB este accesibil în limitele epurei și poate fi utilizat fie pentru construcţia 
erspectivei, fie pentru verificarea ei. > AAS ; 
ý Metode lui Bruaallesobi de construcţie a perspectivei unui obiect pe un 
tablou de profil sau pe un tablou vertical oarecare poate fi extinsă la cazul 
în care tabloul este înclinat. O altă caracteristică a acestei metode constă 
în faptul că, în general, nu sint necesare punctele de fugă, perspectiva obţi- 
nindu-se punct cu punct. Se mai observă că înălțimea orizontului depinde 
de alegerea proiecției verticale œ’ a punctului de vedere; centrarea perspec- 
tivei depinde de alegerea proiecției orizontale œ a punctului de vedere, iar 
mărimea perspectivei depinde de poziţia relativă dintre cele trei elemente : 
punct de vedere, obiect şi tablou. 


10. Construcţia umbrelor în perspectivă 


Astfel, în figura 538 s-a considerat perspectiva unui paralelipiped ale cărui puncte 
de fugă sînt F și Fo. Presupunind că soarele este un punct situat la infinit, în spaţiul 


cu perspectiva as a proiecției sale orizontale. Segmentul a este umbra verticalei Aa. 
Se procedează la fel pentru verticalele Bb şi Cc. Se obţine astfel conturul de umbră 
a pb, ongs Alepapta aß fuge la Fsoo (fiind umbra orizontalei AB), iar dreapta ay fuge 
a punctul F. 

În exemplul considerat, planele [A Bab] şi LACac] ale paralelipipedului sînt în umbră 
proprie, iar umbra volumului este aruncată spre observator. 

n figura 539 s-au considerat mai multe exemple de umbre în perspectivă, unde s-a 
presupus că soarele este un punog situat la infinit În spațiul virtual. În acest caz, soarele 
se reprezintă prin bipunctul perspectiv sS, unde S$ este situat sub orizont. 


Bipunctul perspectiv Ee aruncă umbra e pe planul orizontal, unde ES este perspectiva 
razei de lumină din spaţiu, iar es este perspectiva proiecției sale orizontale. Din intersecția 
perspertivelor acestor drepte so obține umbra e. 

erticala Aa aruncă umbra ar pe planul orizontal care se fringe în r şi urcă pe 
planul vertical (frontal) din spate, după segmentul vertical ra, unde a este pe AS, 
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___ Dreapta de capăt principală) P57 aruncă pe planul orizontal umbra principală 4—1, 
iar pe planul fronta} din spate umbra 4—5. Tot această dreaptă aruncă umbra 1—2 
pe planul frontal [Mni] şi umbra principală pe planul de nivel (MNIJ]. Înclinarea seg- 
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Fig. 538 


mentului 7—2 este determinată de punctul de frîngere Z şi de punctul de intersecţie?, 
dintre dreapta principală P5T cu planul frontal [Mmli] pe care aruncă umbra. Această 
observaţie este valabilă şi pentru segmentul de umbră 4—5. 
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Fig. 539 


În sfirșit, paralelipipedul aruncă umbra pe planul orizontal prin verticalele Mm, J} 


şi prin orizontalele MN și NJ. i 
Se remarcă din aceste exemple că, pentru un soare ales în spaţiul virtual, umbrele 


pe planul orizontal se îndepărtează de observator, 
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